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INTRODUCCION

El presente material se ha elaborado con el propésito de servir de apoya tanto
a los profesores que imparten el curso de Calculo Diferencial, asi como a los
alumnos que toman dicho curso. Sin duda alguna también les sera de utilidad a
los alumnos que adeudan esta materia y que tengan interés en ponerse al
corriente.

Este libro cubre las ocho unidades de Calculo Diferencial de los programas
vigentes de la Unidad Profesional Interdisciplinaria de Ingenieria y Ciencias
sociales y Administrativas, siendo éstas: Légica, Conjuntos, numeros Reales,
Funciones, Limites, Continuidad, Derivadas y Aplicaciones de la Derivada.
Cada una de las unidades fueron elaboradas de tal forma que se inicia con la
presentacion de situaciones problematicas en las que son utiles los contenidos
de la unidad, posteriormente se dan los elementos teoricos bésicos, se
continua con el planteamiento y elaboracion de ejemplos elegidos de forma tal
gue se inicia con los mas simples y posteriormente se van complicando,
ademas también como ejemplos se les da solucion a problemas que puedan
estar relacionados con la realidad y que en ellos se manejen los conceptos de
la unidad, de igual forma se plantean ejercicios en los que se utiliza la misma
idea de los ejemplos; es decir, se dan primero los mas sencillos y poco a poco
aumenta su dificultad. Finalmente con el objeto de que este material les resulte
mas préactico tanto a lo profesores como a los alumnos, al término de cada
unidad se les da la respuesta de cada uno de los ejercicios.

Otras de las caracteristicas de este material, es que fue elaborado de forma tal
que les resultara lo mas simple posible al alumno, es decir, es accesible y es
apropiado para el estudiante, con este material los alumnos adquiriran las
bases suficientes para continuar con los cursos posteriores de Matematicas.
Ademas en este libro se encuentran resueltos y propuestos una gran cantidad
de ejemplos y de ejercicios que han aparecido en los diferentes examenes
(Departamentales, extraordinarios, de a titulo, etc.) y muchos otros del mismo
estilo. Con lo cual se pretende que los alumnos que adeudan la materia de
Célculo Diferencial les sea de mucha utilidad el tener a la mano este material y
de esta forma se espera que aumente el aprendizaje de los alumnos, esto es,
gue aumente el nimero de aprobados.

También les hago saber que a pesar del empeiio y el impetu con el que fue
elaborado este texto, estoy seguro que puede ser mejorado y por esta razén
les agradeceré a todos los lectores que quieran hacer criticas, sugerencias o
aportaciones para su mejoramiento, me las hagan llegar recurriendo al
Cubiculo 15 del Area de Mateméticas.

Prof. Juan Tamayo Zaragoza



UNIDAD 1

LOGICA

OBJETIVOS ESPECIFICOS.

Al término de la unidad, el alumno seréa capaz de:
¢  Traducir e interpretar del lenguaje comun al légico y
viceversa.

¢ Distinguir, reconocer y plantear los argumentos correctos e
incorrectos que lleven a una conclusion l6gica

* Estructurar su razonamiento para que éste sea exacto y a
la vez util.

A B [A=B] 0] -B [ = | -4
1 | 1 1 0 0 1 0
1 | o 0 0 1 1 0
0 | 1 1 0 0 1 1
0 | O 1 1 1 1 1

Ejemplo de un arguemento que resulta ser
una Tautologia



1) LOGICA

El hombre se distingue de los demas animales por su capacidad de
razonamiento y para mejorar dicha capacidad, le fue necesario hacer uso de
una herramienta matematica, siendo esta la Ldégica Matematica o Logica
Simbdlica.

En la actualidad, la definicibn de Ldégica que mejor se adapta a nuestras
necesidades es:

Légica es el conjunto de los métodos y principios usados para
distinguir el razonamiento correcto del incorrecto.

1.1. Proposiciones simples y proposiciones compuest as

En la logica se distinguen dos tipos de proposiciones, siendo estas:
* Proposiciones Simples o atomicas.
= Proposiciones Compuestas o Moleculares.

Antes de iniciar el tratamiento de estos dos tipos de proposiciones, se dara la
definicion de los que es una proposicion:

Proposicion es la oracién afirmativa que puede ser verdadera o falsa,
pero no ambas.

Como ejemplos de proposiciones se dan los siguientes:
1. 4 es menor que ocho
2. Carlos es alto

3. Meéxico es un pais de América

4. 6 es mayor que 10

5. Maria es inteligente

6. El sdbado no hay clases

7. 5mas 1l es 16

8. El uno es el primer nimero natural

Ahora se dan algunas expresiones que no son proposiciones:
1. ¢Como te llamas?
2. ¢Qué hora es?
3. UPIICSA
4. El arbol
5. jLevanta esa pluma!



Estas expresiones no son proposiciones porque no afirman nada que sea
verdadero o falso, es decir, la 1 y 2 son preguntas, la 3y 4 son frasesy la5 es
una orden.

Las proposiciones simples o atdmicas son proposicio nes que ya no
pueden descomponerse en dos expresiones que sean pr ~ oposiciones.

Ejemplos de proposiciones simples o atomicas:
1. Laballena es roja
2. Laraiz cuadrada de 16 es 4
3. Gustavo es alto
4. Teresava a la escuela

A las proposiciones en las que aparecen las particu las gramaticales
como:
No, 0, Y, si...entonces, si Yy solo si.

Se les llama Proposiciones Compuestas o Moleculares

Ejemplos de proposiciones compuestas:

La ballena no es roja

Gustavo no es alto

Teresa va a la escuela o Maria es inteligente

4 es menor que 8 0 6 es mayor que 10

El 1 es el primer nimero primo y es mayor que cero
El 7 es mayor que 5y 7 es menor que 10

Si Yolanda es estudiosa entonces pasara el examen
Si corro rapido entonces llegaré temprano
Terminaré rapido si y solo si me doy prisa

10 Aprenderé Matematicas si y soélo si estudio mucho

CoNoOoO~wWNE

Observacion. Se les llama términos de enlace o conectivos logicos a las
particulas:
No, 0, Y, si... entonces, si y solo si

observemos que los conectivos: o, y, si...entonces, si y solo si, se usan para
enlazar dos proposiciones, pero el conectivo no actia sobre una sola
proposicion.

1.2. Conectivos légicos: negacion, disyuncion, conj uncion, condicional y
bicondicional.

A continuacién se da una tabla en la que se da la expresion gramatical y
el nombre del conectivo que representa:

Conectivo Nombre
no Negacion
0 Disyuncion
y Conjuncién
Si...entonces | Condicional
Siy sélo si | Bicondicional




1.3. Simbolizacion de proposiciones

Para simbolizar cualquier proposicion es necesario saber como se simbolizaran
las proposiciones simples y los conectivos. A las proposiciones simples las
simbolizaremos con letras mayusculas:

ABC .. XY, Z

El nombre y simbolo de los conectivos se da en la tabla siguiente:

Conectivo Simbolo Nombre
no 1 o Negacion
0 O Disyuncion
y L Conjuncion
Si...entonces = 0 - Condicional
Siy sélo si = 0 o Bicondicional

Ejemplos
Simbolizar las proposiciones que se dan:
1. La ballena no se roja

En este ejemplo la proposicidén simple es: |la ballena es roja, luego
podemos proceder de la forma siguiente:

A=la ballena es roja

Y la simbolizacién para la proposicion compuesta, al utilizar el simbolo

correspondiente para el conectivo no, es:
- A

Es importante tener presente que la negacion siempre antecede a la
proposicion simple al dar la simbolizacion.

2. Gustavo no es alto
B=Gustavo es alto

Luego la simbolizacion es: = B

3. Teresa va a la escuela o Maria es inteligente

C=Gustavo es alto D=Maria es inteligente

Luego la simbolizacién es: CLID



4. 4 es menor que 8 0 6 es mayor que 10
E=4 es menor que 8 F=6 es mayor que 10

La simbolizacion es: ELIF

5. El 1 es el primer nimero natural y es mayor que cero
G=el 1 es el primer nUmero natura H=el 1 es mayor que cero

La simbolizaciéon es: G LIH

6. 7 esmayor que 5y 7 es menor que 10
J=7 es mayor que 5 K=7 es menor que 10

La simbolizacion es: J LIK

7. SiYolanda es estudiosa entonces pasara el examen
L=Yolanda es estudiosa M=Yolanda pasara el examen

La simbolizacién es: L=>M

8. Si corro rapido entonces llegaré temprano
N=corro rapido O=llegaré temprano

La simbolizacién es: N=0

9. Terminaré rapido si y soélo si me doy prisa
P=terminaré rapido Q=me doy prisa

La simbolizacién es: P < Q

10. Aprenderé Mateméticas si y solo si estudio mucho
R=aprenderé matematicas S=estudio mucho

La simbolizacibnes: R < S

11.Carlos no va al cine y no va al parque

T=Carlos va al cine U=Carlos va al parque



La simbolizacibnes: = TLU- U

12.Si Rosa y Javier van de paseo entonces se divierten

V=Rosa va de paseo W=Javier va de paseo
X=Rosa se divierte Y=Javier se divierte

La simbolizacién es: (VW) = (X LIY)

13.Si 3 es mayor que 2 y 2 es mayor que cero entonces 3 es mayor que
cero

A=3 es mayor que 2 B=2 es mayor que cero
C=3 es mayor que cero

La simbolizacién es: (ALIB) = C

14.No ocurre que Alejandro sea alto y sea chaparro
D=Alejandro es alto E=Alejandro es chaparro

La simbolizacién es: = (D LIE)

Observacion . Siempre que aparezca la expresion “no ocurre que” indica que
en la simbolizacién la negacion antecede a los paréntesis y dentro de ellos se
debe incluir la simbolizacién de la proposicién restante.

15.Si estudio mucho y asisto a clases entonces no reprobaré el examen y
pasaré la materia

F=estudio mucho G=asisto a clases
H=reprobaré el examen |I=pasaré la materia

La simbolizacién es: (FUUG) = (- HUI)

Con el fin de ahorrar paréntesis es importante considerar la fuerza o jerarquia
de de los conectivos. A continuacién se dan los conectivos de menor a mayor
fuerza:

a) - b) U c) U d = y e) =

Como se observa el mas débil de todos es el conectivo “no” y el mas de ellos
es el conectivo “siy sélo si”.

A partir de la fuerza o predominancia de los conectivos, las proposiciones se
clasifican de la siguiente forma:



= Se les llama negativas a las proposiciones en donde predomina el
conectivo “—”

= Se les llama disyuntivas a las proposiciones en donde predomina el
conectivo “L1”.

= Se les llama conjuntivas a las proposiciones en donde predomina el
conectivo “L1".

= Se les llama condicionales a las proposiciones en donde predomina el
conectivo “=".

= Se les llama bicondicionales a las proposiciones en donde predomina
el conectivo “ < ",

Ejemplos de proposiciones simbolizadas en donde se pueden eliminar algunos
paréntesis:

1. La proposicion condicional (A DB):>C se puede expresar como
AUOB = C, dado que el conectivo “=" supera al conectivo “L[!".

2. La proposicion bicondicional (40C) = (DOE) puede expresarse como
AOC = DUE.

3. La proposicion disyuntiva (-=A4) (-~ B) se puede escribir como -4 [-B.

4. La proposicion bicondicional (-4) = (=B) = (- C)D se puede escribir
como 4= -8B « -CUD.

1.4. Tablas de verdad, Tautologias y Contradiccione  s.

A toda proposicidon A se le asocia un valor de verdad, siendo este verdadera o
falsa, lo cual se representa como:

* Valor de verdad de A =V(A) =V = verdadero

* Valor de verdad de A=V(A) =F =falso

también se acostumbre representarlo por:

* V(A) =1 =verdadero 0 V(A) = 0 =falso

El V(=4)=V =1 solo cuando V(4)=F =0.

El V(AOB)=F =0 so6lo cuando V(A)=V(B)=F =0.

El V(40OB)=V =1 solo cuando V(A)=V(B)=V =1.

El V(4= B)=F =0 sOlocuando V(4A)=V =1 y V(B)=F =0.
El V(A4 = B)=V =1 so6lo cuando V(4) =V (B).

Es importante considerar que en la proposicion condicional 4 = B, la A es el
antecedente y B es el consecuente.



Considerando los valores de verdad anteriores las tablas de verdad son las
siguientes:

Tabla de verdad de la proposicion negativa  —-4.

A -4 A -4
\ F 0 1 0
F V 0 1

Tabla de verdad de la proposicion disyuntiva AOB.

A B AOB A B AOB

\% \ V 1 1 1

V F V 0 1 0 1

F \ V 0 1 1

F F F 0 0 0
Tabla de verdad de la proposicién conjuntiva AUOB.

A B AUOB A B AOB

V V V 1 1 1

V F F 0 1 0 0

F V F 0 1 0

F F F 0 0 0
Tabla de verdad de la proposicién condicional A= B.

A B A= B A B A= B

\% \ \% 1 1 1

V F F 0 1 0 0

F V V 0 1 1

F F \% 0 0 1
Tabla de verdad de la proposicién bicondicional A = B.

A B A< B A B A= B

V V V 1 1 1

V F F 0 1 0 0

F V F 0 1 0

F F V 0 0 1

Observemos que el nimero de renglones de una tabla de verdad es 2" en
donde n es el nimero de proposiciones simples que aparecen en la proposicion
compuesta.



Haciendo uso de las tablas de verdad podemos verificar cuando una
proposicion es una tautologia, cuando es una contingencia y cuando es una
contradiccion, para tal efecto se dan las definiciones siguientes:

Definiciébn 1. Una proposicion compuesta es una Tautologia si al construir su
tabla de verdad el resultado en cada renglén es verdadero independientemente
de los valores de verdad que tomen las proposiciones simples que intervienen.

Definicién 2. Una proposicion compuesta es una Contradiccién si al construir
su tabla de verdad el resultado en cada renglon es falso independientemente
de los valores de verdad que tomen las proposiciones simples que intervienen.

Definicién 3. Una proposicién compuesta es una Contingencia si al construir
su tabla de verdad no resulta tautologia o contradiccion.

Ejemplos
Construir la tabla de verdad de las proposiciones compuestas que se dan e
indicar si se trata de una tautologia, contradiccion o contingencia.

1. -4U0B

Es una proposicién disyuntiva en la que intervienen 2 proposiciones
simples, luego la tabla esta formada por cuatro renglones.

A B -4 B "AU0B
0 1

1
0 0 0 Por lo tanto es
1 1 1 una contingencia
1 0 1

s |

O|O0|(F |k
O O|F

2. "A=-B

Es una proposicion condicional y su tabla es.

A B —|A ﬂB ﬂA - ﬂB

1 1 0 0 1

1 0 0 1 1 Por lo tanto es

0 1 1 0 0 una contingencia
0 0 1 1 1

E

3. (A=B)04=>B

Es una proposicion condicional y su tabla es la siguiente.

A | B |4=B| A |(4=>B)04| B |(4=>B)04=B
1 1 1 1 1 1 1
1 ] 0 0 1 0 0 1
0 1 1 0 1 1 1
0| O 1 0 0 0 1




4. (A= B)0-B= -4

Es una proposicion condicional y su tabla es la siguiente.

A B [A=B] 0] -B [ = | -4
1 |1 1 0 0 1 0
1] o0 0 0 1 1 0
0 | 1 1 0 0 1 1
0 | O 1 1 1 1 1
et t 1

|

5. (A = B) 0(B = C)= (4= C) Luego es una Tautologia

Es una proposicion condicional en la que aparecen tres proposiciones
simples, luego su tabla esta formada por ocho renglones.

A B C|l4=B | U |B=20| = (A4=0C)
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 0 0 1 0
1 0 1 0 0 1 1 1
1 0 0 0 0 1 1 0
0 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 1 0 0 1 1
0 0 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 1 1 1 1
4 A 4 A
T

Por lo tanto es una Tautologia
6. ~AUB -« ~BUC

Es una proposicion Bicondicional en la que aparecen tres proposiciones
simples, luego su tabla esta formada por ocho renglones.

A B C | -4 U B < | =8| 0 C
1 1 1 0 0 1 0] 01 1
1 1 0 0 0 1 1,00 0
1 0 1 0 0 0 0O]1 1 1
1 0 0 0 0 0 O] 1]1 0
0 1 1 1 1 1 101 1
0 1 0 1 1 1 0] 0] 0 0
0 0 1 1 0 0 O] 1]1 1
0 0 0 1 0 0 O] 1]1 0




1.5 Equivalencia Logicas

Si una proposicion bicondicional es una Tautologia se le llamara Equivalencia
Légica.

Ejemplos.

Verifique si las proposiciones bicondicionales que se dan son equivalencias
l6gicas o no.

1. =A40-B = -~(40B)
Su tabla de verdad es.

A B -4 U AB | = | A (40B)
1 1 0 0 0 1|0 1
1 0 0 0 1 10 1
0 1 1 0 0 10 1
0 0 1 1 1 1|1 0
! S |
|

Por lo tanto como la proposicion bicondicional es una tautologia, se dice que es
una Equivalencia Logica o que las proposiciones -4 0-B y —|(A DB), son

l6gicamente equivalentes. La notacion que se acostumbra en estos casos es:
-40-B = -(40B)

1. —-A0-B = —|(A DB)
Su tabla de verdad es.

A B -4 ] - B hnd - (ADB)
1 1 0 0 0 1 0 1
1 0 0 1 1 1 1 0
0 1 1 1 0 1 1 0
0 0 1 1 1 1 1 0




! S

Por lo tanto como es una tautologia, se dice que es una Equivalencia Logica o
que las proposiciones ~40-~B y -(40B), son légicamente equivalentes.
Es decir:

“A0-B = = (A DB)

1.6. Argumentos, inferencias logicas con proposicio nes abiertas.

Definicién. Un argumento es un razonamiento en el que aparecen ciertas
proposiciones que siempre se consideran verdaderas (llamadas premisas) y a
partir de las cuales se da una conclusion.

Ejemplos de argumentos.
1. Siestudio mucho entonces pasaré el examen
Estudio mucho
Por tanto, pasareé el examen.

2. Sillovidé entonces hubo nubes
No hubo nubes
Por tanto, no llovié.

3. Si se levanta aire himedo, entonces refrescara
Si refresca entonces se formaran nubes
No se levanta aire himedo
Por tanto, no se formaran nubes.

Al considerar un argumento es importante saber si es valido o no y en este
sentido las tablas de verdad pueden ser usadas como se indica a continuacion.

Definicion. Se dice que un argumento cuyas premisas son 4,, 4,, 4,..,A4, Y

que su conclusion es B, es valido (correcto) si la proposicion
4, 04,04,0...,04, = B es una tautologia. Esto es debe de resultar una

implicacion logica.
Ejemplos.

Utilizando la tablas de verdad verificar si los argumentos dados anteriormente
son validos o no.

1. Siestudio mucho entonces pasaré el examen
Estudio mucho
Por tanto, pasaré el examen.

La simbolizacion es:



A= estudio mucho y B=pasaré el examen
Luego, la simbolizacion completa es:
A= B

A

O B
Ahora para verificar que el argumento es valido se necesita que la
proposicion (A:>B) 04 = B sea una tautologia, pero en el ejemplo 3

de la seccion 1.4 se comprobo que si lo es, por lo tanto el argumento es
valido.

. Si llovidé entonces hubo nubes

No hubo nubes
Por tanto, no llovié.

La simbolizacion es:

A= llovio y  B=hubo nubes
Luego, la simbolizacion completa es:
A= B
-B
0 -4

Ahora para verificar que el argumento es valido se necesita que la
proposicion (A = B) [0-B = =4 sea una tautologia, pero en el ejemplo

4 de la seccion 1.4 se comprobo que si lo es, por lo tanto el argumento
es valido.

. Si se levanta aire himedo, entonces refrescara
Si refresca entonces se formaran nubes

No se levanta aire himedo

Por tanto, no se formaran nubes.

La simbolizacién es:
A= Se levanta aire humedo y  B=refrescara
C=se formaran nubes.
Luego, la simbolizacion completa es:
A= B

B=C

-4

O =C
Ahora para verificar que el argumento es valido se necesita que la
proposicion [ (4= B)0(B = C) |0-4 = ~C sea una tautologia.

A | B |C|[u=80|B=>0]|0]|-4|=|-C
1 1 11 1 1 1 0] 0 |1]0
1 110 1 0 0 0] 0 [1]1
1 0 1 0 0 1 0 0 110
1,010 0 0 1 0] 0 [1]1
0 1 |1 1 1 1 111 ]0]O0
0 110 1 0 0 0] 1 [1]1
0O | 0 |1 1 1 1 111 ]0]O0
N N N 1 1 1 1 1 1 1




A‘AATTT

Como la proposicion no es una tautologia, se obtiene qJe el argumento
no sea valido.

Cuando aparecen tres 0 mas proposiciones simples en un argumento resulta
tedioso estar utilizando las tablas de verdad para verificar su valides, luego
entonces un método mas conveniente para verificar si un argumento es valido
0 no, es deducir las conclusiones de sus premisas por una secuencia de
argumentos mas cortos y mas elementales que sabemos validos. A estos
nuevos argumentos mas cortos, que son validos, se les llama Reglas de
Inferencia .

Modus Poniendo Ponens

Esta regla de inferencia se aplica cuando aparecen como premisas una
condicional y el antecedente de esa condicional para obtener como conclusion
al consecuente de la condicional. Consideremos algunos ejemplos en donde se
aplica la regla de Inferencia del Modus Poniendo Pones.

Si estudio mucho, entonces pasaré el examen...... premisa 1
Estudio mucho............cooiiiiiii premisa 2
Pasaré el examen..................ccceveveeveenennoen.... cONClusion.

Otro ejemplo es:

Si no hace frio, entonces el lago no se helara....... premisa 1
NOo hace frid.......cooiii premisa 2
Ellago no se helara.........................................conclusion.

El primer ejemplo se expresa simbolicamente como:

A= B P1
A P2
B Conclusion

La simbolizacion del segundo ejemplo es:

-C=-D P1
-C P2

=D Conclusion

En resumen podemos expresar al Modus Ponendo Ponens (Lo denotaremos
por P.P.) como:



2. (4) P2
3. (B) P.P. 12.

Los paréntesis nos indican que dentro de ellos pueden existir proposiciones
compuestas.

Ejemplos.

Demostrar la validez de los argumentos que se dan, utilizando el Modus
Poniendo Ponens.

Si se levanta aire himedo, entonces refrescara
Si refresca entonces se formaran nubes

Se levanta aire hUumedo

Por tanto, se formaran nubes.

La simbolizacion es:
A= Se levanta aire humedo y  B=refrescara
C=se formaran nubes.
Luego, la simbolizacion completa es:
A= B

B=C
A
O cC

Para la demostracién podemos acomodar el argumento de la manera siguiente:

Demostrar: C
.A=B P
2.B=>C P

3. 4 P

4. B P.P. 1,3.
5.C P.P.24.

Esto es se concluyd C al utilizar dos veces el Modus Ponendo Ponens en las
premisas dadas.

A continuacion se dan algunos ejemplos en donde los argumentos ya se dan
de manera simbdlica.

L IL.



Demostrar: = K Demostrar: A 1B

1.Q:>—|K P 1. -C=> AUB P

2. 2=0 P 2. DUE=-C P

3. Z P 3. DUE P

4. Q P.P. 2,3. 4. =C P.P.23.
5

5. =K P.P.2,4. . AOB P.P.2,4.
I11.
Demostrar: = N

Q=>-N P
-S=0 P
R P
R=>-S P
-S  PP.34.
Q P.P.2,5.
-N  PP.16.

A oo

Doble Negacion

Esta regla de inferencia sera denotada por DN y se ejemplificard con la
proposicion
No ocurre que Maria no es alta

A partir de esta proposicion podemos concluir: Maria es alta. Simbdlicamente
se representa de la forma:

. -=-M P
2. M DN1

en donde M=Maria es alta.

La doble negacién se puede usar de dos formas, estas son:

. =24 P o 1. A P
2. A DN 2.n4 DN

Ejemplos.
L IL

Demostrar: == D Demostrar: Q

.C=D P l. == T P

2. C P 2. T=K P

3.D P.P. 1.2. 3.--K=Q P

4. =~D DN.3. 4. T DN. 1.
5. K P.P.24.
6. =K DN 5.
7. Q P.P.3,6.



I11.
Demostrar: D UE

. F=-=(MON) P
2. ~~F P
3. (MON)=>-~(DOE) P
4. F DN. 2.
5. == (MON) P.P. 14
6. MON DN 5
7. == (DOE) P.P.3.6.
8. DOE DN 7.

Modus Tollendo Tollens

Esta regla de inferencia se aplica cuando se tiene como premisas a una
proposicion condicional y como otra de las premisas a la negacion del
consecuente de la condicional, para obtener como conclusion la negacion del
antecedente.

Un ejemplo en donde se utiliza el Modus Tollendo Tollens es:

Si llovié entonces hubo nubes................ premisa 1
No hubo nubes...............coooi . ...premisa 2
NOHOVIO.. ... e conclusion.

La simbolizacion es:

A= B P1
- B P2
-A Conclusion

En sintesis podemos representar al Modus Tollendo Tollens (lo denotaremos
por T.T.) como:



Ejemplos.

Realizar las demostraciones que se indican:

1. 11.
Demostrar: = 4 Demostrar: M
1. B=C P 1. A P
2. =C P 2. B=> -4 P
3. A=B P 3. - B=M P
4. =B T.T. 1,2,. 4. =B T.T..1,2.
5. =4 T.T. 3.4. 5. M P.P.34.
111. IV.

Demostrar: = A
Demostrar: 4

1. A=B P
1. " A=-C P

2. B=C P
2. " B=C P

3.C=D P
3. =B P

4. =D P
4. C P.P.2,3,.

5. =C T.T. 3.,4.
5. =4 T.T. 1.4.

6. B T.T. 2,5.
6. A DN 5.

7.0A T.T. 1,6.

Utilizar el hecho de que —|(x=0) es equivalente x#0 para evitar la doble
negacion en las demostraciones siguientes:

V. V.
Demostrar: x # 0 Demostrar: x=y
I.x=0=>x#y P l.xZy=>x#z P
2. X=z = X=y P 2.x#z=>x#0 P
3. x=z P 3. x=0 P
4. x=y P.P.2,3,. 4. x=z T.T. 2,3.
5.x#0 T.T. 1,4. 5. x=y T.T. 1,4.

Regla de Adjuncién

Esta regla sera denotada con “A” y consiste en lo siguiente. Supongamos que
se tienen las proposiciones verdaderas:
Cinco es mayor que tres

Y la segunda es:



Tres es menor que cuatro
Como ambas son verdaderas, entonces también lo es la proposicion:
Cinco es mayor que tres y tres es menor que cuatro
Al simbolizar las proposiciones se tiene lo siguientes:

A P1
B P2
A OB Conclusion

En sintesis podemos representar la regla de Adjuncién como sigue:

1. A4 P 1. A P
2. B P o] 2. B P
3. AUB Al2 3. BUA Al,2.

Regla de Simplificacion

Esta regla la denotaremos con “S” y es reciproca a la anterior, es decir, si se
tiene la proposicion verdadera:

Cinco es mayor que tres y tres es menor que cuatro
Podemos deducir las proposiciones verdaderas:

La primera de ellas es: cinco es mayor que tres
Y la segunda es: tres es menor que cuatro

Ahora al simbolizar las proposiciones se tiene:

A OB P1
A Conclusion

B Conclusion

En sintesis podemos representar la regla de Conjuncion como sigue:

1. AUB P o 1. 4A4UB P

2. A S 1. 2. B S1
Ejemplos.
Demostrar: M I II.
1. A= B P
2.mA=>MUN P
3. =B P
4., = A T.T. 1,3,.
5. MON P.P.24.

6. M SS.



Demostrar: R JQ

. DOE=R P
2. D P
3. E P
4. E=Q P
5. DOE A.23.
6.R P.P. 1,5
7.Q PP.34
8. RUQ A 67

III IV.
Demostrar: - T OL Demostrar: F
1. B=>-C P 1. K=>MON P
2.T=C P 2.N=FO-Q P
3. -C=>L P 3.K p
4. B P 4. MUON P.P. 13
5. aC P.P. 1,4. 5. N S. 4.
6.-T T.T.2,5. 6. FU-Q P.P.2,5.
7. L P.P.3,5, 1.F S. 6

8. -TLL A.6,7.

Modus Tollendo pones

Esta regla la denotaremos por “TP” y se utiliza cuando se tienen como
premisas una proposicion disyuntiva y la negacion de una de las proposiciones
que la forman y se obtiene como conclusion la proposicion restante:

Simbdlicamente se tiene lo siguiente:

1. A0B P 1. AUB P
2. -A P 0 2. - B P
3. B TP 12. 3. A T.P.12.

También puede expresarse esta regla como:
1. -AU0B P

2. A P
3. B T.P.1,2.



Ejemplos.

I 1L
Demostrar: = M Demostrar: K
1.-NUR P 1. A P
2 R=-M P 2. ~A0-B P
3. N P 3. - K=B P
4. R T.P. 1,3. 4. B T.P.1,2.
5..M P.P.24. 5. -=K T.T. 3,4.
6. K DN. 5
111 Iv.
Demostrar: E OF Demostrar: Q
1. CO-D P 1. R P
2.-C P 2. mRUOT P
3.-D=E P 3. T=Q0OS P
4. -F=C P 4. T P.T. 1,2
5. =D T.P.1,2. 5. Q0S8 P.P.34.
6. E P.P.35. 6. Q S.5
7. F T.T.24,
8.EOF A.6,7.

Ley de Adicion

Esta regla de inferencia lo que nos indica es que si se tiene una proposicion
verdadera “A”, sigue siendo verdadera si se le agrega cualquier otra
proposicion utilizando el conectivo de la disyuncion, esto es:

1. A P1
2. AOB Conclusion

La ley de la adicion la denotaremos por “L.A” y podemos expresarla como:

1. A P
2. AUB LA.1

Ejemplos.
Demostrar: R
I.BOC=>R P I IL.
2. B P
3. BOC LA.2

4. R P.P. 1,3.



Demostrar: H -G

1. A=>B P
2.-B P

3. " A=> H P

4. =4 T.T. 1,2.

5. H P.P.34.

6. HU-G LA.S

I

Demostrar: = Q

1.-4 P

2. K= A P

3. -KUZ=-0 P

4. =K T.T. 1,2.
5.-K0Z L.A. 4.
6. =Q P.P.3,5.

Ley de Silogismo Hipotético
La abreviatura que utilizaremos es “S.H.” y si se tienen las premisas:

Si voy a la escuela entonces asisto a clases
Si asisto a clases entonces entiendo los temas

Al utilizar la Ley del Silogismo Hipotético concluimos:
Si voy a la escuela entonces entiendo los temas
Al simbolizar estas proposiciones se tiene lo siguiente:

A=voy a la escuela B=asisto a clases vy C=entiendo los
temas.

Luego la simbolizacion completa es:

1. A= B P1
2. B=C P2
3. A= C Conclusion

En sintesis la Ley del Silogismo Hipotético podemos simbolizarla como sigue:

1. A=2B P
2. B=C P
3. A=C SH 12



Ejemplos.

Realizar las demostraciones que se indican:

I II.
Demostrar: “ A = =D Demostrar: J
1.-A=R P 1. A=-B P
2. R=-D P 2.-B=C P
3. aA=-D S.H.12. 3.4=0)=J P
4, A= C S.H. 1,2.
5.7 P.P.3.4.

III
Demostrar: S
1.-T=M P
22.M=N P
3. 2N P
4. T=S P
5. - T=N S.H.1,2.
6. 0T T.T. 3,5.
7. T DN 6.
8. S P.P.4,7.

1.7. Ejercicios .

I. Simbolizar las proposiciones que se dan.

Sergio es doctor y Gustavo es Matematico.

El arbol es alto y da mucha sombra.

Si corro entonces no llego tarde.

7-2=50 2+3=5

16=42 si y s6lo si 16=4x4.

No ocurre que el 3 sea nuUmero par e impar.

No ocurre que si me levanto temprano entonces no llegue a tiempo.
Si no estudio y no asisto a clases entonces no pasaré el examen.
Si 2>1y 1>-4 entonces 2>-4.

0. Un numero es primo si 'y solo si es divisible por si mismo y por la
unidad.

i S I i e



I1. Construir la tabla de verdad de las proposiciones que se da y decir si son
tautologias, contradicciones o contingencias.

1. A=>-40UB 2. —l(—lAD—IB

3. A=-B04 4, -A0OB = -4

5. (A= B)U-~4=B 6. AU-B = ~(n4A0UB)

7. (4 < ~B) 8. A= Bl=B=>-0C)=(4=-0)
9. =[(40B)0-4 = B] 10. ~40-~B=~C

III. Verificar si las proposiciones condicionales son equivalencias légicas o no.
1. (-MON)OM => N 2. (~A=-B)0B= 4

3. AQ=B = -4 4. (A0B= C)0(A0B)=C
5. (=C « =D)=-~CO-D

IV. Verificar si las proposiciones que se dan son equivalencias légicas o no.
1. 4= AOB 2. 7"A0B < =(40-B)

3. (~A0B) = (4= B) 4. (A= B)O(B=-C) = (4= -C)
5.COD - DOE

V. Simbolizar los argumentos que se dan y utilice tablas de verdad para
verificar si son validos o no.
1. Si no nos despedimos ahora, entonces no cumpliremos nuestro plan.
No nos despedimos ahora.
Por tanto, no cumpliremos nuestro plan.

2. Si llovi6 la pasada noche, entonces la pista se ha limpiado.
La pista no se ha limpiado.
Por tanto, no llovio la pasada noche.

3. Este hombre es un abogado o un politico.
No es un abogado.
Por tanto, no es un politico.

4. Si Mr. Lincoln es elegido, entonces los Estados del Sur se separaran
con seguridad.
Si los estados del sur se separan, entonces estallara una guerra civil.
Por tanto, Si Mr. Lincoln es elegido, entonces estallara una guerra
civil.

5. Si 5>3, entonces 7>3.
Si 7>3, entonces 5>0.
Por tanton, 5>0.

VI. Realizar las demostraciones que se dan:

1. Demostrar: =T 2. Demostrar: C 3. Demostrar: =S



AUB

I.R=T
2.S=R
3.S

4. Demostrar: M UN
_|_|K
l.-J=>MUON

22F0)=-J
3.F0J

7. Demostrar: 408
1.C=> —I—I(A DB)

2.2=C

10. Demostrar: 4= D
1.A=B
2.B=C
3.C=D

12. Demostrar: x=0

l.x20=y=1
2.X=y = y=w
3.y=w=y#1
4.y=y

15. Demostrar: B
1.-A=B

2.-(CcOD)
3.A=C0D

18. Demostrar: N

I.A=BUD
2.BOD=C
3.A

5. Demostrar: =4

1.B= 4
2.B

8. Demostrar: A4
I.B=CUOD

2.B
3.COD=--A

11. Demostrar: x =y

lLxsy=>y=z

2.y=z = y=w

3.y=w=y=1
4.y=1

13. Demostrar: DUOE

1.B=D
2.B=F
3.B

16. Demostrar: M ON
I.MO-Q
2.-N=Q

19. Demostrar: P

1.T
2.T=-0
3.-Q=-S

6. Demostrar:

1. A=-B
2. B=K
3.A

9. Demostrar: B
1.-B=-C
2..C=-D
3.D

14. Demostrar:

1.AOD
2.A=B

17. Demostrar: Q
1.-TOQ
2.-T=F
3. _IF

20. Demostrar: K



21.

24.

27.

1.Z0R
2.NU-M

3. Z=>M
1.-40B

2.-B
3.-(KOB)= 4

Demostrar: AL-B
1.BOC

2.D=-C
3.-D=4

Demostrar: N UM

1.P=T0M
2.P
3. TUM =N

Demostrar: M
1.-R=N

2.N=TUM
3. R=1
4. =]

.T=POQ
2._|_|T

3. =Q

22. Demostrar: 4
1._|B
2.C=>B
3. -COD= 4

25. Demostrar: =C

I.B=C)UP
2.C=> 4
3. B=>C)=> -4

28. Demostrar: 4
1.B=> 40C

2.AU0C=D

3.C=>-(B=D)

4. B

23. Demostrar: QO
1.PO-T

2.8S=T
3.50Q

26. Demostrar:

1.-B
2.-A=D
3.D=B



UNIDAD 2

CONJUNTOS

OBJETIVOS ESPECIFICOS.

Al término de la unidad, el alumno seréa capaz de:

¢ Comprender y aplicar los conceptos basicos de conjuntos.

¢ Realizar las operaciones basicas entre conjuntos y utilizar
diagramas de Venn para representarlas.

¢  Realizar el producto cartesiano entre conjuntos.

A— B=lo rayado



2) CONJUNTOS

En el estudio de cualquier rama de las matematicas, resulta conveniente
emplear la notacion y la terminologia de la teoria de conjuntos. En este texto se
presentan las ideas fundamentales de la teoria de conjuntos de una forma
intuitiva pero precisando los conceptos que seran utilizados en los temas
posteriores.

2.1. Definicion y notacion

Un conjunto es un concepto matematico que no tiene definicion, aunque se
considera que esta compuesto por objetos que satisfacen una caracteristica
determinada.

Ejemplos de conjuntos.

1. Los numeros 1, 2, 3, 4.

2. Las soluciones de la ecuacion x* +8x-9=0.

3. Lasletras a, e, i, 0, u.

4. Las personas que habitan la republica mexicana.

5. Los estudiantes Sergio, Gustavo, Jesus y Alejandro.
6. Los estudiantes ausentes de la escuela.

7. Los paises México, Estados Unidos y Canada.

8. Las ciudades capitales del continente americano.

9. Los numeros naturales.

10.Los rios de México.

Notemos que los conjuntos de los ejemplos impares vienen definidos, o sea
presentados, enumerando de hecho sus elementos, y que los conjuntos de los
ejemplos pares se definen enunciando propiedades, o sea reglas, que deciden
si un objeto particular es 0 no elemento de un conjunto.

Notacidén. Generalmente los conjuntos se denotan con letras mayusculas:
A B,C,... XY, Z

y sus elementos con letras minusculas:
a,b,c..xYy,z

Al definir un conjunto por la enumeracion de sus elementos, por ejemplo el
conjunto “A”, consiste de los elementos 1, 5, 8 y 15. Se denota como:

4={1,5,8,15}



esta es la llamada Forma Tabular de un Conjuntos . Si se define un conjunto
enunciando sus propiedades que deben cumplir sus elementos, por ejemplo,
“B” es el conjunto de todos los numeros pares, se emplea una letra, por lo
general x, y 0 z, para representar un elemento cualquiera y se escribe:

B :{X|X €S un numero par}

lo cual se traduce como “B es el conjunto de los niumeros x tales que x, sea
par. Se dice que esta es la forma por Comprension o Constructiva de un

Conjunto . Nétese que la barra "| " se lee “tales que”.

Para practicar las notaciones dadas, se escriben de nuevo los ejemplos del 1 al
10, denotando estos conjuntos con las letras: A, B, C, D, E, F, G, H, I, J.

= { y|y es una persona que habita la republica mexicana}
{Sergio, Gustavo, Jesus, Alejandro}

= {z|z es un estudiante ausente de la escuela}

= {Mexico, Estados Unidos, Canada}

= x|x es una capital y esta en el continente americano }

1,2,3,4,5,6,..}

© © N O T AW NP
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0. {y|y es un rio de Mexico}

Relacion de pertenencia . Se utilizara la notacion “x[S” para indicar que “X

es un elemento de S” o0 que “x pertenece S”. Si x no pertenece a S, se
escribe “x0S".

Ejemplos.

Supongamos que S es el conjunto de los primeros cuatro nimeros naturales,
es decir:

s ={1,2,3,4}

Luego podemos escribir: 108, 208, 30S y 40S. De la misma forma:
508 y 608, etc.

Igualdad de Conjuntos

Se dice que los conjuntos A y B son iguales, si cada elemento de A es
elemento de B y si cada elemento de B es también elemento de A, en cuyo



caso escribiremos A=B. Si uno de los conjuntos tiene algin elemento que no
esta en el otro, decimos que los conjuntos no son iguales y lo denotamos como
A#ZB.

Ejemplos.

1. Considerando la definicibn el conjunto A={2,4,6,8} y el conjunto

B :{8,4, 2, 6} son iguales, ya que cada elemento de A es elementos de
B y cada elemento de B es también elemento de A. De esta forma se

observa que el orden de los elementos en un conjunto no importa.
2. Si se consideran los conjuntos C ={x‘x2 —3x+2= O} , D={12} y

E ={1,1,1,2,2,2,2} al usar la definicién son iguales, es decir. C=D=E. Es

decir no importa el nimero de veces que se repita un mismo elemento
es un conjunto.

Conjunto Vacio.

Definicion. A un conjunto que no tiene elementos, se le llama conjunto vacié o
conjunto nulo y se denota por:
0 o { }

Ejemplos.

A continuacion se dan dos ejemplos de conjuntos que son vacios.
1. El conjunto de emperadores romanos que aun viven.

2. B ={x‘x2 =4yxes impar} . Al resolver dicha ecuacion se obtiene que

x=2 Yy x=-2 yno sonimpares.

2.2. Subconjuntos e intervalos

A partir de un conjunto dado se pueden formar nuevos conjuntos, llamados
subconjuntos de aquél. Por ejemplo, el conjunto de los nimeros positivos
menores que 10 y divisibles por 4, es un subconjunto de los niameros enteros
positivos multiplos de 4 menores que 10. En general se definen como sigue.

Definicién. Se dice que un conjunto A es un subconjunto de B, si todo elemento
de A es también elemento de B. Y se denota como:

AUOB o AUB



Cuando A no es un subconjunto de B, esto significa que algun elemento de A
no es elemento de B. En tal caso se utiliza la notacion:

AUB

Para dar todos los subconjuntos de un conjunto es importante considerar el
hecho de que el conjunto vacio es un subconjunto de todo conjunto.

Ejemplos.

1. Supongamos qued={a,b,c} y B={ab,c,d,e}. Se observa que
A0 B. Sin embargo, si C ={a,c, f} se obtiene que C O B, dado que
fOB.

2. Sea A={ab,c}. Todos los subconjunto de A son:
0, {a}, {b}, {c}. {ab}, {ac}, {b.c} y {ab.}. Observemos que son

ocho subconjunto en donde a los primeros siete se les llama
subconjuntos propios y al ultimo que es el que coincide con el
conjunto A, se le llama subconjunto impropio. La notacion usada para

estos  subconjuntos es: 004, {a}04, {b} 04, {DO4,
{a,b} LA, {a,c} 04,
{b,c} Ay {a,b,c} 0 4.

3. Obtenga todos los subconjuntos del conjunto B ={4,5} . Este conjunto

tiene 4 subconjuntos, de éstos, los primeros tres son subconjuntos
propios y el ultimo que es el que coincide con B, es el impropio.

Dichos subconjuntos son: O, {4}, {5} vy {4.5}.

4. Dado el conjunto D ={1,2,3,4} . Obtenga todos los subconjuntos del

conjunto D. Este conjunto tiene 16 subconjuntos de los cuales los
primeros son propios y el dltimo es impropio. Los subconjunto son:

O, {21 (3 {4 {12 {3, {14, {23, (24} {34, {123},

{1.2,4}, {1.3,4}, {2,3,4} y {1,2,3,4}.

Conjunto Universal

Cuando se considera un problema en donde intervienen varios conjuntos, es
necesario determinar un conjunto en el que estén contenidos todos los demas.
A este conjunto se le llama Conjunto Universal y contiene a todos los conjuntos
del problema. Al conjunto universal se le simboliza por: U.

Ejemplos.

1. El conjunto de la humanidad es un conjunto universal y sus
subconjuntos pueden ser: hombres, mujeres, nifios, adultos, etc.



2. En geometria plana el conjunto universal es el conjunto de todos los
puntos del plano.

3. Si consideramos los conjuntos: vocales, consonantes y {m,n,p,q}. El
conjunto universal puede ser todas las letras del alfabeto.

2.3. Diagramas de Venn.

Con frecuencia los conjuntos se representan por medio de superficies limitadas
por lineas curvas cerradas, llamadas diagramas de Venn, en cuya region
interior seflalan comunmente con puntos o letras minUsculas los elementos que
pertenecen al conjunto. En ocasiones, también se escriben los nhombres de los
elementos.

Cuando se desea indicar que uno o varios elementos no pertenecen al
conjunto, los puntos y las letras minusculas que representan a estos elementos
se colocan fuera del diagrama de Venn.

Ejemplos.

1. Sea 4={1,2,3,4,5 y B={3,4,5,6,7}. Al hacer uso de los diagramas de
Ven, se representan de la siguiente forma:

2. Supongamos que AL B y que 4# B. Dos diagramas de Venn en
donde se indican las situaciones planteadas son:

B B

2.4. Operaciones entre conjuntos y uso de los Diagr amas de Ven: Union,
Interseccion, resta y complemento.



El estudio mateméatico de los conjuntos se basa en el hecho de que éstos
pueden ser combinados mediante ciertas operaciones para formar otros
conjuntos, al igual que los numeros se combinan por adicion y multiplicacién
para dar lugar a otros numeros. El estudio de las operaciones con conjuntos
constituye el “algebra de conjuntos”, que tiene mucha semejanza formal
(aunque también presenta diferencias) con el algebra de los nimeros. En los
altimos afos se ha visto que el algebra de los conjuntos ilumina muchas ramas
de la matemética, tales como la teoria de la medida y la teoria de las
probabilidades; resulta también valiosa en la reduccion sistematica de los
conceptos matematicos a sus fundamentos légicos.

Union de conjuntos.

La union de los conjuntos A y B es el conjunto formado por todos los elementos
que pertenecen a uno, por lo menos, de ambos conjuntos. La unién de Ay B se
denota como:

AUB

y se traduce *“A unién B”. Utilizando la forma constructiva de un conjunto,
también se puede definir la union de la manera siguiente:

ADB={x|xDAOxDB}

En diagramas de Venn A [ B se representa como:

A0 B=lo rayado
Ejemplos.
1. Sea 4={a,b,c} y B={b,c,d,e} entonces A0 B ={a,b,c,e}.
2. Supongamos que C ={a,b,c,d} y D={e, f} entonces
COD={a,b,c.e,f}.

Los diagramas de Venn de ambos ejemplos son los siguientes:

U U




Interseccién entre conjuntos

La interseccién de los conjuntos A y B es el conjunto formado por todos los
elementos comunes de ambos conjuntos de ambos conjuntos. La interseccion
de Ay B se denota como:

An B

y se traduce “A interseccion B”. Utilizando la forma constructiva de un
conjunto, también se puede definir la interseccion de la manera siguiente:

AmB={x|xDA y xDB}

En diagramas de Venn 4 n B se representa como:

A n B=lo rayado

Ejemplos.

1. Sea 4={1,3,5,7,..} y B={2,4,6,8,..} entonces 4nB=0={ }.
2. Supongamos que C ={a,e,i,o,u} y D ={e,o,u} entonces C n D ={e,o0,u}.

El diagrama de ven del ejemplo 2, es el siguiente:

Diferencia entre conjuntos.

La diferencia de los conjuntos A y B es el conjunto formado por todos los
elementos que pertenecen a A, pero no pertenecen a B. La diferenciade Ay B
se denota como:

A-B
y se traduce “A menos B”. Utilizando la forma constructiva de un conjunto,
también se puede definir la diferencia de la forma:



A—BI{x|xDA v xDB}

El diagrama de Venn para 4 - B se representa como:

U
A B
A - B=lo rayado
Ejemplos.
1. Sean 4={p.,q,r,s} y B={r,s,k} entonces:
a) A-B :{p,q} )
b) B—-4= {k}
El diagramad de Venn es:
U
A B

Complemento de un conjtmto.

El complemento del conjunto A es el conjunto de todos los elementos que no
pertenecen a A, es decir la diferencia del conjunto universal U con el conjunto
A. El complemento de A se denota como:

AC
y se traduce “A complemento o complemento de A”. Utilizando la forma
constructiva de un conjunto, el complemento d A se define como:

A ={x|x04 y x0OU}

El diagrama de Venn para 4° se representa como:

= =

A€ =lo rayado




Las siguientes afirmaciones se deducen de las definiciones de las operaciones
con conjuntos:

La igualdad 4-B = A4 n B¢, se verifica de la forma siguiente:

Ejemplos.

1. Sean U ={1,2,3,4,...,8,9} y 4={1,3,5,7,9} entonces: A°

El diagramad de Venn es:

2.5. Producto cartesiano entre conjuntos

AO A =U
An A° =0
U =0
(4c) =4
A-B=4n B¢
AO0O=4
AOU=U
AnO=0
AnU=4
0¢=u

A—B={x|xDA y xDB}:{x‘xDA v xDBC}:AnBC

AC

2

={2,4,6,8}

El producto es otra operacion binaria con la que se obtiene un nuevo conjunto,
operando con dos conjuntos; aungque esta operacion produce un nuevo
conjunto que no esta en el conjunto universal U. Antes de discutir esta
operacion es necesario establecer qué se entiende por un par ordenado.

Un par ordenado (a,b) es un par de objetos en el cual el orden en el que se
consideran los objetos debe ser primero “a” y después “b”. Las letras “a” y “b”
usadas en (a,b) se llaman la primera y segunda componente respectivamente,
del par ordenado.



Definicion. Dos pares ordenados son iguales si, y sélo si, dichos pares tienen
las primeras componentes idénticas e idénticas las segundas componentes: es
decir (a,b)=(c,d) si, y solo si, a=c y b=d. Luego (a.h) # (b,a) a no ser que a=b.

Definicion del producto cartesiano. Si A y B son dos conjuntos, entonces el
conjunto AxB (léase “A cruz B”), se llama producto cartesiano de A con By es
el conjunto de todos los posibles pares ordenados, tales que la primera
componente del par ordenado es elemento de A y la segunda componente es
elemento de B.

Ejemplos.

1) Si A={a,b} y B={b,c,d} entonces:
a) AxB ={(a,b),(a,c),(a,d),(b,b),(b,c),(b,d)} .
b) Bxd ={(b,a),(c,a),(d,a),(b,b),(c,b),(d,b)}

2)Si c={1,2,3} y D={3,4,5} entonces:
a) CxD ={(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5),(3,3),(3,4),(3,5)} .
b) DxC ={(3,1),(4,1),(5,1),(3,2),(4,2),(5,2),(3,3),(4,3),(5,3)}

A partir de estos ejemplos, se puede afirmar en general que el producto
cartesiano no es conmutativo.

2.6. Ejercicios

1. Sean 4={1,23}, B={13,56} » C={1,233,56}. Completar las

afirmaciones que se dan, anotando el simbolo adecuado en el espacio
correspondiente.
ald o O

2 A A _C, 132 C, 4 By 0_A

b) 0 o U
A__C, B_B O_A B_Cy{23}__A

c)d o O

A_B A {231} y {}__DO

e) Obtener todos los subconjuntos de A, By C.



f) Obtenga los productos cartesianos: AxB, BxA, AxC, CxA, BxC y
CxB.

Escriba en forma tabular los conjuntos:
a) D ={xx* -3x+2=0}.

b) E = {x|x es una letra de la palabra "calcular"} :
c) F ={x‘x2 =9y x—3=5} :
d) G=

{x|x es una Vocal} :
e) H ={x|"x es un digito del numero "2545”} :

Sean
U={01234,..,89, 4={01357, B={57.89 » C={1.456,7}
. Obtener:

a) (A0B)nC b) (AnB)OC
c) (4-C)-B d) (4-B)°0C
e) (40 B)° f) (40C)° -B
g) AxB h) AxC

i) BxC j) AxA

Sean

U={1,234,.89,10}, 4={23,5,7,9}, B={3,4,6810} » C={1,5,6,7,10}
. Obtener:

a) (40B)nC b) (4nB)OC
c) (4-C)-B d) (4-B)FOC

e) (4n B -(40B) f) (40 B) n(4° n B)
9) (A-B)0(ANnBnC) h) [40(Bn C)|0B¢

) [(AnA)nBnB)] [ -B)OC nB)]

Sean A, B y C tres conjuntos cualesquiera, usar diagramas de Venn
para mostrar las siguientes igualdades:

a) (A0B} =4° n B

b) (4n B} =4°0B°

©) (A0B)NC=(4n C)O(Bn C)
d) (AnB)OC=(40C)n(BOC)
e) B-—A“=Bn 4

f) ADA=A4 y AnA=4

g) A“-B°=B-4

h) An(B-C)=(4n B)=(4An C)



Construya el diagrama de Venn para cada una de las operaciones que
se indican:

a) An B¢ b) (AnB)nC
c) C—(4-B) d) (4° n B)n C€



UNIDAD 3

NUMEROS REALES

OBJETIVOS ESPECIFICOS.

Al término de la unidad, el alumno:

¢ Explicar las diferencias entre conjuntos de numeros
naturales, enteros, racionales, irracionales y reales, asi como
la relacion entre ellos.

¢ Aplicar las propiedades de orden en la solucion de
desigualdades y expresarlas con notacion de conjuntos e
intervalos.

. Manejar la definicion de valor absoluto y sus propiedades
en la resolucion de desigualdades con valor absoluto.

Grafica de los conjuntos que
forman los numeros reales



3) NUMEROS REALES

3.1. Naturales, Enteros, Racionales, Irracionalesy  Reales

Los numeros son muy importantes para el hombre moderno. En estos tiempos
en los que se realizan viajes espaciales y en los que las computadoras son
usadas tanto por amas de casa, asi como por investigadores, los numeros
estan presentes en toda actividad del hombre. Los numeros afectan a las
actividades mas comunes, como la adquisicion de alimentos en el mercado y la
consulta de fechas en el calendario. Resulta claro que sin los nimeros no
existirian instrumentos de medicion como el reloj, la regla y el termdmetro.

El ndmero es util en una amplia gama de situaciones reales. Sin embargo,
situaciones reales diferentes requieren el uso de diferentes clases de nimeros:
el pastor, que desea conocer el nimero de ovejas de su rebafio, necesita de
los nimeros naturales o nUmeros para contar; el ama de casa, que dispone de
la receta de un guiso para 7 personas y desea prepararlo para 11, necesita de
los nimeros racionales o niumeros para comparar. Para diversas aplicaciones,
se han creado diversas clases de numeros. Por ejemplo, en este libro se
indicara cuales son los numeros naturales, enteros, racionales, irracionales y
reales, y se graficaran en la recta real.

NUmeros Naturales

Los numeros naturales, son los que se usan con mayor frecuencia, en
actividades cotidianas; son también los nimeros mas antiguos que se conocen.

Este conjunto de niumeros se denota como: [ y esta definido como sigue:
0 ={1,2,3,4,5,~-}

La grafica de los nUmeros naturales sobre la recta real (siendo ésta la recta
horizontal que va de menos infinito a mas infinito) es la siguiente:

—00 .-+

1 2 3 4 etc

Observemos que los numeros naturales al ser graficados sobre la recta real,
son Unicamente puntos aislados sobre ella.

v
+
8

A

NUmeros Enteros



Los numeros naturales no son suficientes para todas las actividades del
hombre. Existen diversas situaciones en que las cantidades pueden
considerarse en una direccion o en la direccion opuesta. Por ejemplo, un saldo
de quinientos pesos a favor es muy diferente a un saldo de quinientos pesos en
contra, una temperatura de quince grados sobre cero es diferente a quince
grados bajo cero, no es lo mismo 100 afios antes de cristo que 100 afios
después de cristo, etc. En estas situaciones los nUmeros naturales Unicamente
sirven para describir una direccion y para describir la direccion contraria, es
necesario usar los nimeros enteros.

El conjunto de nimeros enteros se denota como: [1 y se define por:
0 ={-,-5-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,--}

La grafica de los nimeros enteros sobre la recta real es:

—00 .-

A

En la gréfica se observa que los nimeros enteros sobre la recta real, contindan
siendo puntos aislados, pero ya también aparecen nimeros negativos. Ademas
también nos damos cuenta que los niameros naturales son un subconjunto de
los numeros enteros, es decir, todo nimero natural es un nimero entero y se
representa como:

0 oo

Un diagrama de Venn es el siguiente:

[

NUmeros Racionales

Estos nimeros son Utiles cuando es necesario trabajar con fracciones. Los
nameros racionales se denotan por: [ y para definirlos se utiliza la notacion

constructiva de un conjunto.

0 ={£|p,qDD,yq¢0}
q



Observemos que el cociente formado por nimeros enteros (siempre y cuando

el denominar sea diferente de cero) es un numero racional. Como ejemplos de

nameros racionales se dan los siguientes:

5 -7 6 20 9 -3

— — —, eflc.
4 -11

Anteriormente se indicé que todo nimero natural es un nimero entero, ocurrira
que todo numero entero también sea un numero racional, la respuesta es si y la
forma mas simple es dividir a cada nimero entero entre uno. De esta forma
siguen siendo numeros enteros, pero representadas como numeros racionales.
Luego, se obtiene que los numeros enteros sean un subconjunto de los
nameros racionales, es decir:

[J OO de manera mas completa [ [0 [J[]

El diagrama de Venn es:

[

La grafica de algunos numeros racionales es la siguiente:

¢ —
[ ANY[Y)
® |n

—00 .-

A
L
L

Se puede observar que aunque fueron graficados so6lo algunos numeros
racionales, cubren mucho mas espacio sobre la recta real y si nos imaginamos
la grafica de todos los niumeros racionales, nos podremos dar cuenta que aun
quedan huecos sobre la recta real y dichos huecos corresponden a los
nameros irracionales.

NUmeros Irracionales

Estos numeros no son representados como numeros racionales y si se
representan en su expansion decimal, se distinguen de los numeros racionales
por que su expansion decimal no es periddica y la expansion decimal de todo



namero racional si es periddica. A continuacién se dan ejemplos de nimeros
en su expansion decimal y se indica si es racional o irracional.

J2 =1.414213562.--

V3 =1.732050808- -
7T=3.141592654---

¢ =2.718281828.--
5.26262626---
7.524524524524. .
0.1234123412341234- -

NoohkowN PR

Los ejemplos 1, 2, 3 y 4 representan numeros irracionales, dado que su
expansion decimal no es periddica y los niumeros de los ejemplos 5, 6 y 7 son
nameros racionales por que su expansion decimal si es periddica, para el
ejemplo 5 el periodo es dos, para el ejemplo 6 el periodo es tres y para el
ejemplo 7 el periodo es cuatro.

Si ahora sobre la recta real se graficaran todos los nimeros racionales y todos
los nimeros irracionales, se cubririan todos los puntos de la recta real, es esta
la razén del por qué a cada punto de la recta real le corresponde un nimero
real y también el por qué de dicho nombre. Los numeros irracionales seran
denotaflos como:

NUmeros Reales

Los numeros reales se denotan por: “[J ” y lo forman todos los nameros
racionales y todos los niumeros irracionales, es decir:

0=00 IC

Un diagrama de Ven en donde se contemplan a todos los conjuntos de
nameros que hemos visto es el siguiente:



3.2. Propiedades de orden de los niumeros reales

El concepto de “orden” se indica en la siguiente definicion.

Definicion 1. Los simbolos < (menor que) y > (mayor que) se definen como
sigue:

a) El nimero real “a” es menor que el nimero real “b”, y se escribe
como: a<b sib-a es un ndmero positivo.

b) El nimero real “a” es mayor que el niamero real “b”, y se escribe
como: a>b sia-b es un nimero positivo.

Definicion 2. Los simbolos “menor o igual que” y “mayor o igual que” se definen
por:
a) as<bsiysblosia<b o a=h.

b) a=bsiysblosia>b o a=h.

Observacion 1. A las expresiones: a<b, a>b, a<b y a=b, se les llama
desigualdades.

Observacion 2. Si a<b geométricamente se indica que el punto “a” esta a la
izquierda del punto “b” (figuras 1, 2 y 3). a<b también se puede expresar como
b>a.

a 0 b 0 a b a b 0
Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3

Observacion 3. Como a-0=a, se deduce que a>0 si y sélo si “a” es positivo.
Analogamente a<0 significa que “a” es negativa.

Propiedades de orden
Para cualquier numero real a, by ¢ se cumple que:

a) Sia<b y b<c, entonces a<c.

b) Sia<b entonces a+c<b+c.

c) Sia<b y c es positiva (c>0), entonces ac<bc.
d) Sia<b y ces negativa (c<0), entonces ac>bc.

Observacion 4. Estas propiedades también se cumplen para los simbolos:
> <y 2

2



3.3. Valor Absoluto

Definicion. El valor absoluto de un numero real x, es denotado por: |x| y se
define como:

a) |x|=x si x=0.

b) |x|=—x si x<0.
Al observar esta definicion nos damos cuenta que el valor absoluto de toda

cantidad diferente de cero es positivo. Desde un punto de vista geométrico, el
valor absoluto de x, es la distancia del punto x al origen de la recta real, es

decir, al punto 0. En la siguiente figura se grafica |-3[=3 y [3|=3.

-3|=3 3[=3

De igual forma la distancia entre los nimeros reales ay b, es [a=b| o |b-a].
Es decir: |a-b|=[b-ad].

Ejemplos

Obtenga los valores absolutos que se dan:

1.10[=0. 2. [20/=20.
3. |-8/=—(-8) =8. 4.]-25=25.
5. [12+18)=]30| =30. 6. [12-18 =|-6/=6.

7. |5-15=|=20]| = |-10| - 20| = 10~ 20 =|-10] = 10..
8. [40—100| - |40 —200| =|~60| =|-160| = 60 =160 = =100 .
Como propiedades mas importantes del valor absoluto son consideradas las

siguientes:

) |a| =[~dl.
b) |ab| =|a[b]

C) —|a| <a< |a|



Ademas si ¢ >0, entonces:

d) |x|£a siysolosi —a<x<a.
e) |x|<a siysolosi —a<x<a.
f) |x|2a siysolosi x=2a o x<-a.

g)|x|>a siysolosi x>a o x<-a.

3.4. Intervalos y operaciones con intervalos
Supongamos que se tienen los conjuntos:

4 ={xjosx<3}.

4, ={x[0<x<3}.

A, ={x|0 <x< 3}

4, ={xjo<x<3}
Observemos que difieren entre si, dado que por ejemplo en el primero se
incluyen los extremos que son el 0 y el 3, y en segundo conjunto ya no se
incluyen los extremos, es decir, en unos conjuntos se consideran los extremos

y en otros no.
Grafica, nombre y notacion para cada uno de los conjuntos indicados

A

Al —00--- | | » ...+ 00
0 3
Al conjunto A; se le llama intervalo cerrado, es decir, contiene todos los

nameros que estan entre 0 y 3. También contiene los extremos, siendo estos el
0y el 3. Su notacion es:

x 0[0,3]

A
v
+
8

A2 —0Q .-

Al conjunto A; se le llama intervalo abierto , contiene todos los niumeros que
estan entre 0 y 3, no contiene los extremos. Su notacién es:

x 0(0,3)

A

v
+
8

A3 —00 -



Al conjunto A; se le llama intervalo cerrado-abierto , contiene todos los
valores que estan entre 0y 3, contiene el 0y no contiene el 3. Su notacion es:

x 0[0,3)
0—.

A, —00- - < | | > ... +00
0 3

Al conjunto A; se le llama intervalo abierto-cerrado, contiene todos los
valores que estan entre 0 y 3, no contiene el 0 y contiene el 3. Su notacion es:

x 0(0,3]

Observemos que cuando el extremo se considera geométricamente se
representa por “¢” y cuando no se considera se grafica representa por “o”.

Intervalos infinitos

Analicemos los conjuntos:

B, ={x|x21} =[1,+»).

B, ={xlx> 1} =1, o)
B, ={x|x <1} = (o0,1]
B, =[xl <1} = (o)
B, :{x|xDD} :(—00,+00) =0

La gréfica para cada intervalo es:

v

B1 —00. .. ¢ I » ...+ 00
1
o—
B, —00-- - < I > ...+ 00
1
«—
B, —00. .- < :i- | > ...+ 00



B, —00- .- < | > ...+ 00
1

Y B, —00- .-« | > ...+ 00
1

Observemos que la flecha hacia la derecha indica que el intervalo tiende a
infinito y la flecha hacia la izquierda indica que el intervalo tiende hacia menos

infinito.

Operaciones con intervalos

Las operaciones con las que trabajaremos son: union, interseccion y resta o
diferencia. A continuacion se recuerdan las definiciones de estas operaciones y
para tal efecto, se utiliza la notacién constructiva de conjuntos.

= 40B={sx04 o x08|
- 4nB={dx04 » x0B
a-8={sx04 » x0B
B-4={sx08 » x04)

Ejemplos

1)Si 4=(-43] y B=(-14]. Obtener:
a) AOB, b)AnB, ¢)A-B y d)B-4

Antes de dar la respuesta, se construye la grafica de los intervalos
indicados:

(o]

1

N

1

[N
W e
N



d) B-4=(34]

2) Si C:(—oo,4] Y D=(3,+oo).Obtener:
a)COD, byCnD, ¢)C-D y dyD-C

La gréfica de los intervalos es:

v

1 a

—00 .-

A

wT |9
N1 e

a) cCOD=
b) Cn D
c) C-D
d D-C

00 +oo)
34|
00 3]

8
(4.50)

(-
(

3)Si E=(-w,-3] y F=[0,+x).Obtener:
a)EQOF, B)EnF, ¢)E-F y d)F-E

La grafica es:

—00 .-

A
v
+
8

Respuesta:

a) EOF=R-(-30)

b) En F=0
c) E-F=E
d F-E=F

3.5. Desigualdades, solucion y grafica.

Uno de los conceptos muy importantes en el curso de Calculo Diferencial es el
de funcidén y su grafica. Y para trazar la grafica de las funciones es necesario
conocer su dominio. Ademas para obtener el dominio en algunas funciones se
necesita resolver desigualdades de tipo de las que se dan a continuacion.

Ejemplos
Resolver las desigualdades que se indican:



1) 6x-4<3x-7

Para darle solucién a esta desigualdad y a muchas otras, se necesita
recordar las propiedades de orden:

Sia, b y c son numeros reales, entonces:
1) Si a<b y b<c, entonces a<c.

2) Si a<b, entonces a+c<b+c.

3) Si a<b y c>0, entonces ac<bc.

4) Si a<b y c<0, entonces ac>bc.

Al aplicar la propiedad 2 y la propiedad 3, se tiene lo siguiente:

6x—-4+4<3x-7+4
6x<3x-3
6x—-3x<3x-3x-3
3x<-3
3x -3
_<_
3 3
x<-1

Por lo tanto, la solucion es: (-, ~1).

La grafica del intervalo solucion es:

—00--- ¢ | »...4+00

2) 4x+10=7x—4
Solucion:

4x+10-10=27x-4-10
4x=T7x—-14

dx=Tx=2T7x—-Tx—-14

-3x=>-14

-3x -14

< —

-3 -3

14

X< —

3

14
Por lo tanto: x D(— oo,?}

De aqui en adelante, se utilizara el desarrollo directo como el que se da
a continuacion:



d4x+10=27x -4
dx-Tx=2-4-10
-3x=>-14

los pasos siguientes son exactamente los mismos, es esta la razén por
la que ya no se dan.

3) 2palcl 3
3V T30 Ty
21 1 3

—X— X< -——"-——

3 2 2 4

L, 15
La solucién es: x D(— oo,——]

4) 6<8x+3<15
6-3<8x+3-3<15-3
3<8x<12

3 8x 12

<< =
8 8 8
3 3
2

ucenes: xof2.2
La solucion es: x [ 8’2}
Ejemplos de desigualdades en donde aparecen productos, cocientes o
expresiones cuadraticas.

Para resolver este tipo de desigualdades, se hara uso de los puntos criticos o
valores criticos, siendo estos aquellos valores de la variable para los cuales los
factores lineales que aparezcan en la desigualdad se iguales con cero.

5) (x=3)(x+3)=0



En primer lugar se iguales con cero los factores lineales
x=3=0 = x=3

x+3=0 = x=-3
luego los valores criticosson: x=-3 y x=3.

Al graficar estos puntos sobre la recta real se generan los intervalos que
se muestran:

v
+
8

—00--- ¢ I |

los intervalos que se forman son : (-o,-3], [-33] y [3,+%).

Ahora se obtendra el signo de los factores de la desigualdad en cada
uno de los intervalos, para tal efecto se le dan valores a la x de tal
forma que estén dentro de cada uno de ellos.

Si x=—4 = ()()=+ &
r= 0 = (H=-
y x= 4 = (H)(H=+ &

Luego, el signo del primer intervalo es positivo, el del segundo negativo y
el del tercero positivo.

Ya que la desigualdad es mayor o igual que cero, entonces la solucién
es la union de los intervalos en donde los signos hayan sido positivos; es
decir, la solucion es:

x O(= 00,3 O[3,+00) = R = (- 3,3)
6) (x=-3)(x+3)<0

En este ejemplo como la desigualdad es menor o igual que cero, la
solucion es el intervalo en donde el signo es negativo; es decir, la
solucién es:

x 0[-33]
7) x*+3x-4>0

La factorizacion es: (x—1)(x+4)>0
Luego los valores criticos son: x=-4 y x=1

la grafica es :
—00--- ¢ ] i

1
-4 1

v
+
8

los intervalos que se forman son: (-w,-4), (-4,1) y (1+c).

El signo en cada intervalo, se da a continuacion:



9)

Si x=-5 = ()(-)=+ &
x= 0 = ()(H)=-
yr= 2= (e

Ya que la desigualdad es mayor que cero, entonces la solucion es la
unién de los intervalos en donde los signos hayan sido positivos; es
decir, la solucion es:

x0(=00,-4) O (L+00) =0 —[-4,1]

x—=2
x+3

8)

<0

Al igualar los factores con cero se tiene lo siguiente:

x—-2=0 = x=2

x+3=0 = x=-3
Luego los valores criticosson: x=-3 y x=2.
La grafica es:

—00--. ¢

1
w
N
v
+
8

los intervalos que se formanson: (-w,-3), (-32) y (2,+x).
El signo en cada intervalo, se da a continuacion:
Six=-4 = ()/(-)=+
x= 0 > (_)/(+):_*
y x=3 = (H)/(H)=+

Ya que la desigualdad es menor que cero, entonces la solucion es el
intervalo en donde el signo haya sido negativo; es decir, la solucion es :

x0(-32)

1-x
x+4

>0

Al igualar los factores con cero se tiene lo siguiente:

1-x=0 = x=1

x+4=0 = x=-4



Luego los valores criticosson: x=1 y x=-4.

La grafica es:

—00 - ¢ i i » ...+ 00

los intervalos que se forman son : (-w,-4), (-4,1) » (1 +).

El signo en cada intervalo, se da a continuacion:
Six=-5 = (H/(~)=-
x= 0 = (D =+
y x=2 = ()/(H=-

Ya que la desigualdad es mayor que cero, entonces la solucion es el
intervalo en donde el signo es positivo; es decir, la solucién es:

x0(-4,1)
2 _
10) X 5x<0
x+3
Solucién:
x(x—5) <0
x+3

x=0 = x=0
x=5=0 = x=5
yx+3=0 = x=-3

Luego los valores criticosson: x=-3, x=0 y x=5.

La grafica es:

—00--- ¢ : i : » ...+ 00

-3 0 5

los intervalos que se forman son : (-»,-3), (-3,0), (0,5) » (5,+).

El signo en cada intervalo, se da a continuacion:

Six=-4 = U=-
x=2 = o=y
x=1 = WO=_ &




Ya que la desigualdad es menor que cero, entonces la solucion es la
unién de los intervalos en donde el signo haya sido negativo; es decir, la

solucioén es:
x0(-,-3)0(0,5)
11) x+1< X
x+3 x+1
Solucion:
x-1 x <0
x+3 x+1
(x—l)(x+1)—x(x+3)<0
(x+3)(x+1)
x2=1-x*-3x
(x+3)(x+1)
-1-3x

(x+3)(x+1)

Luego los valores criticos son: x=-4, x=-3 » x=-1.

La grafica es:

—00...- ¢ : i

|
|
-3 -1 -1

los intervalos que se forman son :
(=3), (1), ((14) v (~hoee).

El signo en cada intervalo, se da a continuacion:

Ya que la desigualdad es menor que cero, entonces la solucion es la
unién de los intervalos en donde el signo haya sido negativo; es decir, la

solucion es:
x0(-3,-1) O (-1, +w)

A continuacion se dan ejemplos en donde interviene el valor absoluto.



12) |x-35|<10

-10<x-5<10
-10+5<x-5+5<10+5
-5<x<15
Por lo tanto la solucién es: x0(-5,15)

13) |6-2x|<14

-14<6-2x<14
-14-6<6-2x—-6<14-6
-20<-2x<8
=20 _ 2x _ 8
-2 -2 2
10=2x=>-4
Por lo tanto la solucion es: x O[~4,10]

14) [9x-25/=13

9x—-25=213 o] 9x—-25<-13
9x =>13+25 9x < -13+25
9x =38 9x <12
9x _ 38 9x 12
9 9 9 9
38 12 4
xX=— xX<—=—
9 3

9
por O xD[%ﬁoo) lo tanto U xD(—W,% la solucién es:

15) |[5-7x/>10

5-7x>10 0 5-7x<-10
-7x>10-5 -7x<-10-5

=Tx i =Tx <-15

-7 -7 -7x  -15
5 T

7 x>E

0 xD(—OO,—%) 7



Por lo tanto la solucion es: x[0(-e,~3) 0 (L, +e) =0 -[-3,1]

16) |x* +3x~1/23

x?+3x-123 0 X2 +3x-1<-3
X’ +3x-1-320 x*+3x-1+3<0
x*+3x-420 x* +3x+2<0
(x+4)(x-1)=0 (x+1)(x+2)<0

Solucion para la desigualdad

(x+4)(x-1)=0
Los valores criticos son: x=-4 y x=1.
La grafica es:

—00..- ¢ i i

v
+
8

los intervalos que se forman son : (-w,-4], [-4,1] » [1,+).

El signo en cada intervalo, se da a continuacion:
Six=-5 = ()()=+ &
x= 0 = (#))=-
y X= 2 = (HH)=+ *

Ya que la desigualdad es mayor que cero, entonces la solucion es el
intervalo en donde el signo es positivo; es decir, la solucién es:

x0(~c0,~4] O[1, +e0)
Y la solucion para la desigualdad

(x+1)(x+2) <0
Los valores criticos son: x=-2 y x=-1.

La gréfica es:

—00--- ¢ I I

v
—+
8

los intervalos que se forman son : (-e,-2], [-2,-1] y [-1 +).

El signo en cada intervalo es:



Six=-3 = ())=+
x= 15 = ()(F)=-&
yx=0 = (HH=+

Ya que la desigualdad es menor que cero, entonces la solucién es el
intervalo en donde el signo es negativo, la solucion es:

x0[-2,-1]
Por lo tanto la solucion es: x O (~c0,~4] O[1,+e0) O[-2,~1]

17) |x* +3x~1/<3

-3<x*+3x-1<3

-3<x*+3x-1 y x*+3x-1<3
0<3+x +3x-1 y x*+3x-1<3
x> +3x+2>0 x> +3x-1-3<0
(x+2)(x+1)>0 xX*+3x-4<0

(x+4)(x-1)<0

Solucion para la desigualdad
(x+2)(x+1)>0

Los valores criticos son: x=-2 y x=-1.

La grafica es:

v
+
8

—00...- ¢ : :

los intervalos que se forman son : (-o,-2), (=2,-1) » (-1,+).

El signo en cada intervalo, se da a continuacion:
Six=-3 = ()(-)=+
x=-1.5 = (#)(~)=-
y x= 0 = (H(H)=+e

Ya que la desigualdad es mayor que cero, entonces la solucion es el
intervalo en donde el signo es positivo; es decir, la solucion es:

x0(=c0,2) O (=1, +o)

Solucién para la desigualdad
(x+4)(x-1)<0
Los valores criticos son: x=-4 y x=1.

La gréfica es:



-4 1

—00 .-

A

v
+
8

los intervalos que se forman son: (-w,—4), (-4,1) y (1,+c).

El signo en cada intervalo es:
Si x=-5 = ()()=+
x=0 = (HE)=-*
yx=2 = (HH=+

Ya que la desigualdad es menor que cero, entonces la solucion es el
intervalo en donde el signo es negativo, la solucién es:

x0(-4,1)
Por lo tanto la solucién es: x D[(—oo,—4) O(L +oo)] n (-4,1)

+
18) X2 <)
¥ -
_1<x+5<1
x—=2
+ +
_1<x 5 y X 5<1
x=2
_1<x+5 y x+5<1
x=2 x—=2
0<x+5+1 x+5_1<0
x—=2 x=2
x+5+x—2>0 x+5—x+2<O
x—=2 x—2
2x+3>0 7 <0
x—=2 x—2

Solucion para la desigualdad

Los valores criticos son: x=-2 y x=2.

La gréfica es:

—00-- -«

|
BE—
los intervalos que se forman son : (-ew,-2), (-2,2) 3 (2,+).

El signo en cada intervalo, se da a continuacion:



w2
«
=
1
!
[\
U
= 0z I
1
+
e

=
|
e
U
o
I
|

«

“
1

W
y
=

1

+
it

+

Ya que la desigualdad es mayor que cero, entonces la solucion es el
intervalo en donde el signo es positivo; es decir, la solucién es:

X D(—OO —3) 0 (2, +oo)

Y la solucion para la desigualdad

7 <0
x=2
El valor critico es: x =-2.
La grafica es:
—00--- < | > ...+ 00
2
los intervalos que se forman son: (-»,2)  y  (2,+).

El signo en cada intervalo es:
Si x=0 = 6] =— &

x=3 = m=t
Ya que la desigualdad es menor que cero, entonces la solucién es el
intervalo en donde el signo es negativo, la solucién es:
x0 (—00,2)

Por lo tanto la solucion es: xD[(—oo,—%) O (2,+oo):| N (=00,2) =(~00,~3)

3.6 Ejercicios

I) Obtenga los valores absolutos que se dan:

1. [3-10= 2. [1o-110|= 3. [20-50/-|4 15| =

4. |35 +55-[10-150 = 5. |20 50|~ |4~15] =

6. 1-5/+]3-8|= 7. |-50] - |4 +15]|-|-10] =
8. |-55 |24 + 6| +[1-11]| = 9. |3-10]+|-15] +]28-7| =

II) Realizar la unidn, la interseccion y la resta en ambos sentidos y construir las
gréficas para cada pareja de intervalos que se dan:

1. 4=(-57) y B=(-3,10)
2. ¢=(05) y D=(-28)



o U~ W
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[-
(-
(-
(o

6] vy F=[08]
0] y H=(-3+)
4] y K =[4,+w)
M =(7,+%)

[Il) Resolver las desigualdades que se dan:

1) 6x-4>8-x
3 1
—x—-8<—x+1
3) 1* 8 % 5
5 (x=5)(x+4)>0
7) x*-1<0
9) 4-x*<0

11) x*> <6x

X
x+2

13) >0

15)

17) GFDO=2) +i)£x1_ 2o

1
19) —>2
X

x=3 x+5
<

21
) X x—1

23) [6x-1|<9
25) [1-10x|< -4
27) [3x+7|=10

29) [6-3x|>1

2) x+7=210x-3

4) l—3x>i+5x
2 5

6) (x+6)(x—-9)<0

8) 1-x*<0

10) x* >x+2

12) 9 < x?

-6

<0

-X
+5

2
16) <0
X

18— X8
)(x—l)(3—x)
20)i<1

X

x+1 x—1
I-x x+4

22)
24) [8-x|<0
26) |6x +12|< 7
28) [x=7|=0

30) ‘xz —5x—1‘<5



31) [x* =5x~1/>5
33) [x* +2x-2| 26
35) [x+3]>7-2x
37) |-z 5+x

x+1

39) <10

x—=2

32) [x* +4x~1|<4
34) [x+3]<7-2x
36) |—x|£5+x

x+2
<

38) <
2x +1

40)




UNIDAD 4

FUNCIONES

OBJETIVOS ESPECIFICOS.

Al término de la unidad, el alumno seréa capaz de:
¢ Comprender el concepto de funcion para modelar algunos
fenomenos del mundo real.

¢ Encontrar la descripcion matemética de sus elementos
principales: Dominio. Grafica y rango.

¢  Realizar operaciones con funciones.

¢  Graficar funciones identificando sus elementos principales.

/f—og\A
g A
A B C

4. Funciones

Se puede decir que todas las ciencias que utilizan las matematicas las emplean
principalmente para estudiar relaciones, y en las experiencias de la vida diaria



nos encontramos constantemente con situaciones en las que intervienen
magnitudes dependientes unas de otras.

Los fisicos, bidlogos, quimicos. Ingenieros, economistas, etc., buscan
esclarecer las conexiones entre los diversos elementos de su campo para
llegar a comprender porque esos elementos tienen determinado
comportamiento.

Por ejemplo, si se realiza un experimento para determinar si existe 0 no una
relacion entre la distancia recorrida por un objeto al caer y el tiempo recorrido
en dicha caida, la observacién nos indicara (al menos aproximadamente) que
S=4.9.t?, donde S es la distancia en metros y t es el tiempo en segundos.
Observariamos que la caida del objeto, la distancia y el tiempo estan
relacionados.

Otros ejemplos en donde se manejan relaciones son: La asociacion del peso
de una carta y la cantidad de sellos postales que tiene que comprar, la relacion
entre el numero de kildmetros por litro de gasolina que consume un automovil y
la velocidad a la que se conduce, el peso que un hombre puede levantar
depende directamente, al igual que de otros factores, de su fuerza.
Anédlogamente podemos decir que el area de un cuadrado depende de la
longitud de sus lados y que el volumen de una esfera depende de su diametro.
Consideraciones como estas conducen al concepto matematico de funcién,
siendo este uno de los conceptos mas importantes en la matematica.

4.1. Definicién, dominio, contradominio y rango.

Definicion de funcion:

Si a todo elemento “x” de un conjunto A se le hace corresponder un Gnico
elemento “y” de de un conjunto B. Se dice que esta correspondencia es una

funcién.

Todos los posibles valores de x forman el dominio de la funcién vy todos los
posibles valores de y forman el rango de la funcion . Ademas a la x se le

llama variable independiente (dado que x puede tomar cualquier valor, siempre
que el valor elegido de como resultado un nimero real para “y”). De la misma

forma a la y se le llama variable dependiente, ya que una vez elegido el valor
de x, queda determinado el valor de y ; esto es, y depende de x.

La notacion que se usa es:

f:4- B (f de A en B)

en donde al conjunto A se le llama dominio de la funcidn y al conjunto B se le
llama contradominio de la funcién.



Si a un elemento x de A se le asocia un unico elemento y de B, se dice que y
es laimagen de x. Su notacion es:

S(x)=y (f dex iguala y)

Representacion geométrica:

Al conjunto de todas las imagenes del dominio de la funcion se le llama rango
de la funcion .

Ejemplos
Decir cudles de las correspondencias que se dan son funciones o no.

1) f

R Z

[ SN \O)

v

1
2
3

A B

Si es funcién, ya que a cada elemento de A se le asocia un Unico elemento de
B.

= f(1)=2; 2esimagende 1
* f(2)=4; 4esimagende 2 Elrango = R, = {2,4,6}
= f(3)=6; 6esimagende 3

2) U

WNEFO

Si es funcién, ya que cumple con El definicion.

= f(0)=1; 1lesimagendeO
= f(1)=2; 2esimagendel Elrango = R, = {1,2,3,4}
= f(2)=3; 3esimagende 2
* f(3)=4; 4esimagende 3



_—
= 00o P~NO

Si es funcién
El rango=R, ={0,2,4}

—
y A

>(HPWNER

4) No es funcion ya que al 4 del
dominio se le asocian dos
elementos en el
contradominio, siendo estos el
8yel9.

5) S

No es funcion ya que al 2 del

4 >, :
5 dominio no se le asocian un
\ 6 nico  elemento en el
7

B

contradominio.

0

\
1
2 )
A

6) A los alumnos del grupo 418 en el CCH se les asocia su calificacion final en
matematicas Il
Si es funcion, el dominio son todos los alumnos del grupo y el rango es
{N.P,5,6,7,8,9, 10}

7) A los alumnos de una escuela se les asocia su tipo de sangre.
Si es funcién, el dominio son los alumnos de la escuela y el rango es el
conjunto {O, A, B, AB}.

8) A cada palabra se le asocia su sinénimo.
No es funcién, dado que a una palabra se le pueden asociar varias.

9) A cada automovil de México se le asocia su numero de placa.
Si es funcion, el dominio son todos los automéviles de México y el rango
son todos los numeros de placas.

10) A cada persona se le asocia con su automovil.
No es funcién, dado que una persona puede tener mas de un automovil
y otras no tienen ninguno.

11) A cada figura geométrica se le asocia su area.



Si es funcién, el dominio son todas las figuras geométricas y el rango es
el intervalo [0,+).

A continuacién se daran algunos ejemplos que seran de utilidad para distinguir
desde el punto de vista geométrico cuando una curva representa a la grafica de
una funcién. Para este tipo de ejemplos es importante notar que, como para
cada x en el dominio existe un Unico valor f(x), entonces existe un punto
sobre la grafica con abscisa x o de otra forma, una curva representa a la
grafica de una funcidén, si al trazar lineas paralelas al eje Y, del plano
coordenado, éstas intersectan a lo mas en un punto a la gréafica (en el plano
coordenado el dominio esta sobre el eje X y el rango sobre el eje Y).

Ejemplos

Decir cuales de las curvas que se dan, representan a la grafica de una funcion
0 no.

1)
Ar Y
Como se puede observar al
trazar lineas paralelas al eje Y,
TN éstas intersectan en a lo mas en
/ \ un punto a la curva dada. Luego
» X | si representa la grafica de una
funcion.
\_//
2)

Como se puede observar al
trazar lineas paralelas al eje Y,
éstas intersectan a lo mas en
un punto a la curva dada.

Luego si representa la gréfica
/ de una funcion.




3)

4)

I\
7

Al trazar lineas paralelas al eje
Y, éstas intersectan en dos
puntos a la curva dada. Luego
no representa la grafica de una
funcion.

Al trazar lineas paralelas al eje
Y, éstas intersectan en dos
puntos a la curva dada. Luego
no representa la grafica de una
funcion.

Observacion.  Haciendo uso de la grafica de una funcién el rango es el
intervalo que tiene su origen en el punto donde inicia la grafica de la funcién vy,
gue termina en el punto donde finaliza la gréfica de la funcion, esto es
considerando como eje de referencia al eje Y 0 f(x).

4.2. Tipos de funciones y sus graficas.

4.2.1. Funciones polinomiales.

Funcién constante

Las funciones constantes son de la forma:

fx)=c



en donde ¢ es una constante. El dominioes D, = 'y el R, :{c} . La grafica
es una recta paralela al eje X y pasa por el valor de c.

Ejemplos

Dar el dominio, hacer la grafica y decir cual es el rango para cada funcion
constante que se da:

1) f(x)=2
La grafica es:
Y
2
11 El D, =0 yel R ={2}
> X
2) f(x)=-3
El D, =00 vy el R, ={-3}. La gréfica es la que se muestra:
Y
t
» X
-3
3 B -1 si x<2
A IR
Gréfica, dominio y rango:Y
1+ o R
El D, =0 vy el
—+— » X —
5 R, ={-L1}
) - .

4) f(x)=9 2 si 1<x<3



Gréfica, dominio y rango:

Y
4+ —»
3 El D, =0 vy el
C . X R, ={-4,2,4}
3
-4
< lo)
Funciones lineales
Estas funciones son de la forma:
f(x)=ax+b

endonde a y b son constantes (a#0) y x eslavariable. El D, =0 y el
R, =0 . La grafica de este tipo de funciones son lineas rectas.

Se recuerda que para graficar lineas rectas son suficientes dos puntos.

Ejemplos

Dar el dominio, hacer la gréfica y decir cual es el rango para cada funcién que
se da:

1) f(x)=2x-3
La gréfica es:

x | f(x)=2x-3| puntos

0 |f(0)=-3 (0.-3) 1
2 | f@=1 (2,1) Tr—r

El D, =0 yel R, =0

2) f(x)=2-3x
La gréfica es:
x |/(®»=2-3x | puntos Y
0 | f(0)=2 0,2) Il
1 [ f()=-1 (1,-1) 2\_




El D, =0 =R,

Funcién cuadrética

Estas funciones son de la forma:
f(x)=ax® +bx+c

endonde a, b y c sonconstantesy a#0.El D, =[] .

Las graficas son curvas de la forma:

A este tipo de curvas se
les llama parabolas

Ejemplos

Dar el dominio, hacer la gréfica y decir cual es el rango para cada funcién que
se da:

1) flx)=x"

x f(x)=x Puntos
-2 f(=2)=4 (-2,4) A :
-1 f=H=1 (-1,1) § =
7(0)=0 (0,0 NG

0 . .
1 |/0=1 (1,1) 12 X
2 f(2)=4 (214) El Df =0 vy el Rf = [O, +oo)
2) f(x)=-x’
X f(x)=-x>| Puntos X

-2 f(=2)=—-4| (-2,-4)
-1 fEH=-1] (1-1)
0 £(0)=0 (0,0)
1 fy=-1 (1,-1)

El D, =0 yel R, =(~,0]

2 f(2)=-4 (2,-4)




3) f(x)=x>+2

X f(x)=x*>+2 | Puntos

-2 f(=2)=6 (-2,6)

-1 f(=1)=3 (-1,3)

0 f(0)=2 0,2)

1 fM=3 (1,3) .
2 f(2)=6 (2,6)

El D, =0 yel R, =[2,+w)

4) En los ejemplos que se dan a continuacion, el dominio para todas ellas
son todos los reales, construir la gréafica y decir cual es el rango en cada
caso :

a) f(x)= (x_z)z Y
X | f(x)=(x-2)* | Puntos
0 6
5
1
4
2
3
3 2
4 1
Ry ofl 12345
b) /(x) = (x+2)* \
X | f(x)=(x+2)* | puntos
Z g
-3 p
-2 3
-1 >
0 1

S — 5-4-3-2-1 [0




€) f(x)=(x=3)"+2

X | f(x)=(x=3)*+2 puntos
1
2
3
4
5
R, =
d) f(x)=2-(x-1)°
X f(x):z—(x—l)2 puntos
-1
0
1
2
3
R, =
e) f(x)=1-(x+1)’
X | f(x)=1-(x+1)? puntos
-3
-2
-1
0
1

Funcién Cubica

Y
6
5
4
3
2
1
> X
Ol 12 345
Y
2
1
> X
-1
-2
-3
12 345
2
1
> X
-1
-2
-3
-4 -3-2-1 12

El dominio de todas las funciones cubicas son todos los reales al igual que el

rango.

Ejemplos



Graficar las funciones que se dan:

1) f(x)=x’ Y
X | f(x)= x> puntos 8
-2 (-2)°=8 (-2,8)
-1 (-1)°=1 (-1,-1
0 0°=0 (0,0) "X
1 1°=1 (1,1)
2 2°=8 (2,8) 3
2) f(x)=x*+1 Y
X | f(x)=x"+1 puntos 9“ ]
-2 (-2)°+1=-7 (-2,-7)
-1 (-1)*+1=0 (-1,0) 1
0 0°+1=1 (0,1) yd R
1 1°+1=2 (1,2) * X
2 2°+1=9 (2,9)
-7
3) f(x)=-x Y
X | f(x)=x puntos 8
-2 -(-2)°=8 (-2,8)
-1 -(-1)°=1 (-1,-1
0 0°=0 (0,0) > X
1 -1°=-1 (1,-1) -2
2 -2°=-8 (2,-8)

A continuacion se dan directamente las gréaficas de varias funciones, utilizando
las ideas que se deducen de los ejemplos anteriores.

4) f(x)=(x=3) 5) f(x)=-(x+2)’
2
2
. 1
2 4 -2
-1 -1
_2 __2




6) f(x)=(x=2)"+4

4.2.2. Funciones con valor absoluto

7) f(x)==2=-(x-1)°

\ I
\

El dominio de cualquier funcidon en donde aparezca el valor absoluto como las
gue se trabajaran en este material son los nimeros reales, por tal razén en los
ejemplos siguientes se pide graficar las funciones y dar el rango para cada una

de ellas.

Ejemplos.

Construir la grafica y dar el rango para cada funcién.

1) f(x)=lx]
X | f(x)=|x puntos
-2 2 (-2,2)
-1 1 (-1,1)
0 0 (0,0)
1 1 (1,1)
2 2 (2,2)
El R¢=[0,+w)

2) f(x)=-Ix




X | f(x) =] puntos
2 -2 (-2,-2) -2 0 2 > X
1 -1 (-1-1)
0 0 (0,0) e
1 -1 (1,-1) o> .
2 -2 (2,-2)
El Re= (- ,0]
3) f(x):|x|+3Y 4) f(x)=x-2

A

N o /Ly

y I N4

0 - X -
El Ry = [3,+) El Ry = [ 2,+)
5) f(x)=|x—1-4 6) f(x)=2~[3-x
Y Y
o 1 . %

\ 2 ‘
y AR

El Ry = [-4,+c) ElRs = (- ,2]

4.2.3. Funciones con radicales

Las funciones que seran trabajadas son de la forma:

f(x)=ax+b y f(x)=+ax® +bx+c

endonde @, b y c son constantes arbitrarias.

El dominio de la funcion f(x)=+ax+b se obtiene al darle solucion a la

desigualdad ax+b=0 y el dominio de la funcién f(x)=+vax*+bx+c es el
intervalo formado por todos los valores que son solucion de la desigualdad

ax* +bx+c¢20. El rango para estas funciones se encuentra después de
construir la gréafica.



Ejemplos:

Para cada una de las funciones que se dan, obtenga el dominio, construya la
gréfica e indique el rango.

1) f(x)=+/x

El dominio de la funcion son todas las x>0, es decir: D, =[0,+x). Para
construir la grafica usamos la tabla que se da:

x S(x)=x Y
0 0 Ik
1 1
4 2 1o
9 3
5 10 > X
El R, =[0,+c0)
2) f(x)=+x-2
Para obtener el dominio de la funcion se resuelve la desigualdad:
x=220
x=2
luego el D, =[2,+w).
X f(x)=~+x-2 Y
2 0 14
3 1
6 2 9
11 3 |
; ' > X
El R, =[0,+) 5 1@

3) f(x)=+2x+6

Para obtener el dominio de la funcidn se resuelve la desigualdad:



luego el D, =[-3,+w).

X

f(x)=~2x+6

-3

0

-2.5

-1

1.5

1
2
3

El R, =[0,+c0)

4) f(x)=~2-x

El dominio de la funcion es: D, = (—oo, 2] .

f(x)=~+2-x

OFRrINW

El R, =[0,+c0)

5) f(x)=~-x

»
>

El dominio de la funcion es: D, =(~,0].

fx)=+-x

Ol NMNW

El R, =[0,+c0)

n
>

-18




6) f(x)=~-x~-
El dominio de la funcion es: D, =(-w,-3].
* f(x)=~-x~- Y
-12 3 14
-7 2
-4 1 12
-3 0
X
12 18 -8 -6 -4 -2 -
El R, =[0,+) -,

Observemos que los seis ejemplos trabajados son funciones de la forma

f(x)=+ax+b.En los primeros tres el coeficiente de la x es positiva; es decir,
a >0 y en los siguientes tres (4,5y 6) a <0; es decir, el coeficiente de la x es
negativa. Ahora si analizamos las graficas de este tipo de funciones cuando
a >0, nos damos cuenta que las graficas estan orientadas hacia la derecha y
cuando a <0 las graficas estan orientadas hacia la izquierda, debe ser claro
que en ambos casos las graficas deben estar contenidas en el intervalo
representado por el dominio para cada funcion.

7) Para cada una de las funciones que se indican: obtenga el dominio,
construya su grafica sin darle valores a la x y diga cudl es el rango.
a) f(x)=+2x-
2x—-520 Y
A
14
12
2 2 4 6 8 10
El D, = »
El R, =
b) f(x)=~3x+7
3x+720 Y
16
14
12




El D,
El R,

C) f(x)=+v6-2x

6-2x=20

[
>

El D, = N
El R, =

d f(x)=+v-5-3x

-5-3x=20

»
>

1
|
B

El D,
El R,

la forma

A continuacion se daran ejemplos de funciones de

f(x):\/ax2 +bx+c.
8) f(x)=Vx* ~4

Al resolver la desigualdad
Dy = (=0, 2] 0[2,+e0).

x*—420 se obtiene que el



* f(x)= Vx? -4
-6 5.6

-5 4.5

-4 3.4

-2 0

2 0

4 3.4

5 4.5

6 5.6

El R, =[0,+c0)

9) f(x)=+x>-3x

Al resolver la desigualdad x> ~3x =0 se obtiene que el D, =(~,0] O[3, +).

* f(x)= Vx? -3x
-3 4.2

-2 3.1

-1 2

0 0

3 0

4 2

5 3.1

6 4.2

El R, =[0,+c0)

10) f(x)=+x> +3x—4

El dominio para esta funcion es: D, =(~co,~4] O[1, +)

* f(x)=\/x2+3x—4 X

-7 4.8

-6 3.7 15

-5 2.4

-4 0 . ‘
1 0 -2 %
2 2.4 &

3 3.7




L4 | 4.8

El R, =[0,+)

Observemos que en estos tres ejemplos el coeficiente de laxes positivo, es
decir: a 20, el dominio fue la unién de los intervalos de los extremos y que las
graficas son curvas que se abren hacia los costados.

11) En cada una de las funciones que se indican, encuentre el dominio,
construya la grafica sin darle valores a la x y diga cudl es el rango.

a) f(x)=vx* -1

El D,

I
N

S —2 2 4 e X

b) f(x)=vx*+2x

I
>
»

El D,

El R,

1
v
X

c) f(x)=vx*+x-2 Y

»
|

El D,

I

|
-y

|
W

|
B
b
W

El R,

12) f(x)=+4-x>

Al resolver la desigualdad 4 -x* = 0, el dominio es: D, =[-2,2].



T f@=A4-A N
-2 0 . . .
-1 1.7
0 2
1 1.7
2 0 X
-3 3
El R, =[0,2]
13) f(x) =+/4x - x>
El dominio de la desigualdad es: D, =[0,4].
. f(x)=+4x - x? X
0 0 _ i
1 1.73
2 2
3 1.73
4 0
= X
El R, =[0,2]

Observemos que en los ejemplos 12 y 13 el coeficiente de la x* es negativo,
es decir: a <0, que el dominio es el intervalo de en medio (recuerde que estos
intervalos se forman con los valores criticos) y que las graficas son medias
circunferencias.

14) En cada una de las funciones que se indican, encuentre el dominio,
construya  la grafica sin darle valores a la x y diga cudl es el rango.

a) f(x)=y1-x> Y
A
11
El D, =
-2 —:1 1 2 > X
El R, =
b) f(x) =+3x— x> Y
A
12
El D, =
11
-1 1 2 3 4 > X




El R, =

4.2.3.1. Aplicaciones de las funciones con radicale s

1) Supdngase que se tiene un terreno rectangular cuyo ancho mide 4
metros, el largo mide y metros y que una de sus diagonales mide x

metros.

y
a) Represente ala y en términos de la x o como una funcién de x.

¢,Cual es su dominio?.
b) Construya la grafica.
c) Si x=10m. Obtenga la medida de y = f(x).

Solucioén.

a) Por el teorema de Pitagoras

y2+42 = 2
y2 =x*>-16
y= x* -16

y si y = f(x), entonces la funcion es:

f(x)=+x*-16

al resolver la desigualdad x* =16 = 0, se obtiene que la solucién es:
x0(~c0,~4] O [4, +oo)
pero como x no puede tomar valores negativos el D, = [4, +oo).

b) La gréfica es:

—
>




c) y = £(10) =+10% =16 =/100 —16 =~/84 =9.16m . Este valor se indica en

la gréfica.

2) Si se tiene un triangulo isosceles en el que sus lados iguales miden x

cm y su tercer lado mide 6¢cm.

3 3

a) Represente ala 2 como una funcién de x. ¢Cuél es su dominio?.
b) Construya la grafica.
c) Si x =8cm . Obtenga la medida de % = f(x).

Solucioén.

b) Por el teorema de Pitdgoras

W +3%2 =52
W =x*>-9
h=+x>-9

y si h = f(x), entonces la funcion es:

f(x)=+x? -9

al resolver la desigualdad x? -9>0, se obtiene gue la solucién es:
x0(=e0,=3] O[3, +o)

pero como x no puede tomar valores negativos el D, = [3,+oo).

b) La gréfica es:

) h=f(8) =8 -9 =649 =/55 = 7.41cm . Este valor se ilustra en

la gréfica.



4.2.4. Funciones racionales.

A continuacion se dan las caracteristicas generales para cada una de estas
funciones, se plantean varios ejemplos de funciones racionales en las que se
da el dominio, se construye su grafica y se indica el rango para cada una de
ellas y posteriormente se les da solucion a algunos problemas sobre
aplicaciones.

:&

Las funciones raciones son de la forma f(x) )’ en las que p(x) y g(x)
X

son funciones polinomiales, el dominio para estas funciones es
D, =0 —{x|q(x):0}, es decir: son todos los numeros reales excepto los

valores de x para los que la funcion g(x) es cero. El rango de la funcion R, es
el intervalo que la grafica cubre sobre el eje Y,

Ejemplos

Para cada una de las funciones que se dan, indique el dominio construya la
grafica y diga cual es el rango.

1) /(x) :é

El dominio es: D, =[] —{O} y para la grafica construimos la tabla
siguiente:

g fx)=—

-3 -0.33
-2 -0.5
-1 -1
-0.5 -2
-0.3 -3.33 » X
0.3 3.33
0.5 2

1 1

2 0.5

3 0.33

El rango para la funcién es R, =(-,0) 0 (0,+0) =R —{0}

2) f(x) = i



El dominio es: D, =[] —{2} y para la grafica construimos la tabla
siguiente:

X 1
S(x) —

-1 -0.33

-0 -0.5

1 -1
1.3 -2

1.5 -3.33 > X
2.3 3.33
2.5 2

3 1

4 0.5

5 0.33

El rango para la funcién es R, =(-,0) 0 (0,+0) =R —{0}
2
3 ==
) (%) 3

El dominio es: D, =[] —{—3} y para la grafica construimos la tabla

siguiente:
X 2
f®=—

-6 -0.66
-5 -1

-4 -2
-3.5 -4
-3.3 -6.66 > X
-2.5 4
-2.3 2.85

-2 2

-1 1

0 0.66

El rango para la funcién es R, =(-c,0) 0 (0,+0) =R -{0} .

Una forma alternativa y que puede resultar mas sencilla para trazar la gréfica
de este tipo de funciones es considerar las asintotas, siendo éstas, rectas
horizontales y verticales y que ademas cumplen con la propiedad de que las
graficas son curvas que se aproximan cada vez mas a las asintotas. Para el
primer ejemplo la asintota vertical es la recta que pasa por el cero, para el
segundo es la recta que pasa por el 2 y para el tercer ejemplo es la recta que
pasa por —3. Considerando estos ejemplos observemos que las asintotas
verticales son las rectas que pasan por el valor que se elimina en el dominio
para cada funcion. Para los tres ejemplos, la asintota horizontal coincide con el



eje X, dado que estas asintotas son las rectas que pasan por el cociente
formado por los coeficientes de la variable x elevada al mayor exponente,
tanto en el numerador como en el denominador (posteriormente se dird que la
asintota horizontal pasa por el limite de la funcion cuando x tiende a infinito).

En los ejemplos que se trabajan a continuacién, se consideran las asintotas
para trazar la grafica en cada caso.

4) f(x)= %

El dominio es: D, =[] —{1}. Luego la asintota vertical pasa por el 1y la asintota
horizontal pasa por el cero; es decir, coincide con el eje X, ya que el cociente

. . 0
formado por los coeficientes de la x elevada al maximo exponente es TZO'

porque como en el numerador no aparece la x, esto significa que su
coeficiente es cero. Ahora para trazar la grafica, en primer lugar podemos

analizar como es la grafica en el intervalo (1,+oo) y para saber si en dicho

intervalo la grafica esta en la parte inferior o en la parte superior de la asintota
horizontal, se evalta la funcion en cualquier valor de x que esté en el intervalo

(L+). Si x=2 entonces f(2)=i:i:—3<0, esto significa que la

grafica esta en la parte inferior del eje X. De la misma forma para ver si en el
intervalo (—oo,l), la grafica esta en la parte inferior o en la parte superior de la

asintota horizontal se evalta la funcién en el intervalo citado. Para x=0,

eje X. Luego, la gréfica es:

El rango para la funcién es nuevamente R, =(-,0) (0, +c) =R -{0} .

X
x+2

5) f(x)=




D, =[] —{— } . Luego la asintota vertical pasa por el -2 y la asintota horizontal

pasa por el 1. Al usar un procedimiento como en el ejemplo anterior, se obtiene
que la gréfica es:

-7 -6 -5 4 -3 -2

6) /()=

D, =0 —{3} . Luego la asintota vertical pasa por el 3y la asintota horizontal
pasa por el -2. La gréafica y el rango son:

Y
A
T12
18
la
R P R Ry =(=00,=2) 0 (=2, +)
= | 2 4 § 8 >X =R-{-2
L
2
-8
12
3x
7 =
) f(x) S +a

D, =[] —{— } . Luego la asintota vertical pasa por -2 y la asintota horizontal
pasa por % La grafica y el rango son:

Y
A
18
3
24 & =(=3)o5)
2 2
>X
-8 -6 -4 -2 2 4 [ 3
]



2

8 x) =
) [0 =—=—
D, =[] —{—2,2}. Luego las asintotas verticales pasan por -2 y porle 2, la

2

asintota horizontal pasa por el 1, ya que los coeficientes de las x“ son 1 tanto

. 1 .
en el numerador como en el denominador, es decir: I= 1. La graficay el rango

son
Y
A
Ry =(=00,0] O (1,+)
-6 —;1 -2 4 6 > X =R—(O,1],
2x?
9 =
) [0)=57

D, =[] —{—3,3}. Luego las asintotas verticales pasan por -3y porle 3, la
asintota horizontal pasa por el -2, ya que los coeficientes de las x*> son 2 en el

. .2
numerador y -1 en el denominador, es decir: —=-2.

Ry = (-,=2) D[0,+%)
2 =R-[-2,0).




10) /()=

D, =[] —{—2,2}. Luego las asintotas verticales pasan por -2y por el 2, la
asintota horizontal pasa por el O; es decir coincide con el eje X, ya que la x

elevada al maximo exponente es x> y como en el numerador no aparece esto
significa que su coeficiente es cero y en el denominador el coeficiente es 1, es

x2

decir: 9 =0.
1 Y4

x* -1

x—1

11) f(x) =

D, =[] —{1} . Observemos que la asintota horizontal no esta definida, dado que

. . - : 1
al considerar el cociente formado por los coeficientes de la x*, se tiene que 0

y esta expresion no esta definida. Por tal motivo, en este tipo de funciones es
conveniente simplificar lo que mas sea posible:

2 _ - +
F) = -1 (x 1)(x 1)
x-—1 x—1
para graficar esta funcion a la x se le puede asignar cualquier niumero real
excepto el uno, ademas como se trata de una funcion lineal, la grafica es una
linea recta y para graficar lineas rectas es suficiente con dos puntos.

=x+1

X f(x)=x+1 Y
L 1 2

El simbolo # significa que el : : 12
punto indicado no se /

considera al graficarlo y por ' '
lo tanto se representa con . . . .
11nAa riiedita hiieca R i - - X

v




12) f( =120

D, =0 —{2} . Esta funcion es del tipo de la anterior, por tal motivo se simplifica:

1) = x> +2x-8 _ (x—2)(x+4)

x=2 x=2
para graficar esta funcién a la x se le puede asignar cualquier nimero real
excepto el dos, ademas como se trata de una funcién lineal, la grafica es una
linea recta y para graficar lineas rectas es suficiente con dos puntos.

=x+4

X f(x)=x+4
» 2 6
0 4

Como el punto (2,4)
no se considera, se
representa con una
ruedita hueco.

; > X
El R, =R-{6} Rl °
4-x"
13 =
) f=2

D, =0 —{-2} . Se simplifica la funcion:
o= dmx_(22x)(2+ )
x)= =
2+x 2+x
para graficar esta funcién a la x se le puede asignar cualquier nimero real

=2-x

excepto el menos dos. XV

X f(x)=2-x
S -2 4
1 1

Como el punto (-2,4)
no se considera, se
representa con una
ruedita hueco.

El R, =R-{4}




14) f(x)=—=

D, =

X -x
(x=D(x+1)
0 -{-11} . Se simplifica la funcién:
©ox w3 ) x(e=1)(xtn)
(x-D(x+1) (x=Dx+1) (x=Dx+1)

fx)=

para graficar esta funcion a la x se le asignan los dos valores cuyos puntos no
se consideran sobre la linea recta.

X f(x)=x Y 4
& -1 -1 _ _ l3
1 1
{2
1
El R, =R-{-L1}
= - - — X
-2 —:/ 1 2
. ] . .

7

4.2.4.1. Aplicaciones de las funciones racionales.

En cada uno de los problemas que se dan, de la respuesta a las preguntas
planteadas.

1.

La ley de Boyle dice que cuando una muestra de gas se comprime a una
temperatura constante, la presion del gas es inversamente proporcional
al volumen del mismo.

a) De una funcién que modele la ley de Boyle.

b) Construya la grafica considerando que & =1.

c) Que ocurre cuando el volumen aumenta.

Solucion.

a) Supongamos que p represente a la presion del gas y que v
representa el volumen, ahora si recordamos la variacion inversa,
obtenemos que:

_k
p==
\%

donde % es la constante de proporcionalidad. A continuaciéon con el fin

de manejar la notacion de funciones, establecemos las siguientes

equivalencias. Supongamos que f(v)representa la presion del gas y
gue v representa el volumen, luego la funcion es:

foy=k
\%



como el volumen no puede ser cero ni nhegativo, entonces el
D =(0,+e)

b) La grafica de la funcion es:

J‘i (v)

| =R, L

c) En la grafica observamos que cuando el volumen aumenta la presién
del gas disminuye.

El nimero de dias que se necesitan para completar un trabajo varia
inversamente con el numero de hombres que trabajan en él, si lo hacen
con igual rapidez.
a) De una funcién que modele este problema.
b) Construya la grafica considerando que £ =2.
c) Que ocurre cuando el numero de hombres aumenta y que sucede
cuando el niumero de hombres disminuye.

Solucion.
a) Supongamos que f(h) represente el nimero de dias para completar

un trabajo y que % representa el niumero de hombres, entonces:
k
h)=—
S (h) P

donde & es la constante de proporcionalidad. Como el numero de
hombres no puede ser cero ni negativo, entonces el D, = (0, +oo)

b) La grafica de la funcion es:

Y

A

-1 1 2 3 4 5 =
c) En la grafica observamos que cuando el numero de hombres
aumenta el numero de dias para completar el trabajo disminuye y




que cuando el numero de hombres disminuye el nimero de dias
aumenta.

3. La base de un triangulo de area constante varia inversamente con su
altura.
a) De una funcién que modele esta situacion.
b) Construya la grafica considerando que & =3.
Solucion.

a) Supongamos que f(a) represente la base del triangulo y que a
representa la altura, entonces:

fay==
a

donde & es la constante de proporcionalidad. Como la altura no puede
ser cero ni negativa, entonces el D, =(0,+o)

b) La grafica de la funcion es:

4.3. Ejercicios sobre funciones

I) Para cada una de las funciones que se dan: indique el dominio,
construya la gréafica y diga cual es el rango.

1 f(x)=-5 2. f(x)=4
3. f(x)=2x 4. f(x)=2x-1
5. f(x)=2x-2 6. f(x)=2x-3
7. f(x)=-3x 8. f(x)=-3x+1
9. f(x)=-3x+2 10. f(x) =-3x+3
11. f(x)=x>+6 12. f(x)=x> -7

13. f(x)=-x*+5 14. f(x)=-x* -8



15. f(x) = (x +4)> +7
17. f(x) = ~(x +1)* +6
19. f(x) = 2x>

21. f(x)=3x"

23. f(x)=x +5

25. f(x)=(2x+3)’ +1
27. f(x) = =(Gx+7)’ +3
29. f(x) =[2x +3|

31. f(x) =3x+6|+3
33. f(x)=-|3x -9 +4
35. f(x)=2x+1

37. f(x)=~f4x+3

39. f(x)=~/5-2x

41. f(x)=J4+5x

43. f(x)=x* -9

45. f(x)=x? +3x -4
47. f(x) =9 - x>

3
x+2

49. f(x) =

51. f(.X) :Tl-l-z

53. f(x)=——

1—-x

16. f(x) = (x-5)* -3
18. f(x) =—(x-4)* -3
20. f(x)=2x" +2

22. f(x)=3x> -3

24. f(x)=x" -5

26. f(x)=(2x—6) —1
28. f(x)=-(3x—-8)’ -4
30. f(x)=|2x-3|

32. f(x)=[3x-6|-3
34. f(x)=—|2x=7|-6
36. f(x)=~2x—1

38. f(x)=~3-x

40. f(x)=+/6-3x

42. f(x)=~12-4x
44. f(x) =~/x* —5x
46. f(x)=\x? —5x+4
48. f(x)=16-x*

50. f(X) :ﬁ

52. f(x) :x—iZ

54. f(x) = T2 _62x



2 __7
55. /() =55~ 56. /(x) =
57. f(x) = —> 58. f(x) = —
' x+2 ' 3-x
59. f(x) = — 60. £(x)= X
x—4 AN xt -1
61. f(x) = 3x22 62. f(x) = fxz
1—-x x -9
_ X _ 5x
63. /()= 64. /(¥) = 5=
2 _ 2
65. f(x) = ’;_39 66. f(x) = xx_46
1 —x2 — 2
67. f(x) = 1_’; 68. f(x) = 93 _’;
2 _4 2 _ 2
69. f(x) =% 70. (%) =%
71 )= (x+1)(;cz—_l;(x+3) 72. ) = (x+2)(xx2 - %‘r)(x+4)
-2 si x<3 x—=1 si x<2
73. f(x) = 74. f(x) =
2 si x>3 2=2x si x>2
x> -4 si x<3 1-3x si x<0
75. f(x) = 76. f(x) =
2x—-1 si x=23 3x*+5 si x>0

II) De la respuesta a lo que se pide en cada problema.

1) El volumen de un gas a temperatura constante varia inversamente con
Su presion.
a) Represente el volumen en funcion de la presién e indique el
dominio.
b) Construya la grafica.

2) La presion es inversamente proporcional a la altura.
a) Represente la presion en funcién de la altura e indique el dominio.



3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

b) Construya la grafica.

La temperatura a la que hierve el agua varia inversamente con el
namero de metros sobre el nivel del mar.
a) Represente la temperatura en funcion del nimero de metros
sobre el nivel del mar e indique el dominio.
b) Construya la grafica.

El monto de capital necesario para producir un ingreso dado varia
inversamente con al tasa de interés.
a) Represente el monto del capital en funcion de la tasa de interés e
indique el dominio.
b) Construya la grafica.

La fuerza necesaria para levantar una roca varia inversamente con la
longitud de la palanca usada.
a) Represente la fuerza en funcion de la longitud de la palanca e
indique el dominio.
b) Construya la grafica.

La iluminacion de un objeto varia inversamente con el cuadrado de la
distancia de la fuente luminosa al objeto.
a) Represente la iluminacién en funcion de la distancia de la fuente
de luminosidad e indique el dominio.
b) Construya la grafica.

El volumen de un gas varia directamente con la temperatura e
inversamente con la presion. Represente el volumen en funcion de la
temperatura y de la presion.

La resistencia eléctrica de un cable varia directamente con su longitud e
inversamente con el cuadrado de su diametro. Represente la resistencia
en funcién de la longitud y del diametro.

La ley de gravitacion de Newton dice que dos objetos con masas m; y
m, se atraen entre si con una fuerza que es conjuntamente proporcional
a sus masas e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia
entre los objetos. Represente la fuerza en funcion de la masa y de la
distancia.

10) La poblaciéon de conejos de una granja se comporta de acuerdo a la

férmula

30000z

f)y=—

fo=="7

donde =0 es el tiempo (en meses) desde el principio del afio.
a) Trace la grafica de la poblacion de conejos.
b) ¢Qué pasa finalmente con la poblacion de conejos?

11) Después de inyectar cierto medicamento a un paciente, se supervisa la

concentracion f de una droga en la sangre. En el momento >0 (en
minutos desde el momento de la inyeccion), la concentracion (en mg/1)
esta dada por la funcién



30¢
242

f(@=

a) Trace la gréfica de la concentracion de la medicina
b) ¢Qué ocurre finalmente con la concentracion de la medicina en la
sangre?

12) A un paciente se le administra una medicina y se monitorea la
concentracion de la misma en la corriente sanguinea. En el momento
t 20 (en horas desde la administracion de la droga), la concentracion
(mg /1) esta dada por la formula
St

f0==-

a) Trace la gréafica de la funcion.

b) ¢Cual es la concentracion de la medicina mas elevada alcanzada
en la corriente sanguinea del paciente?

c) ¢Qué le ocurre a la concentracion de la medicina después de un
largo periodo?

13) Dado el triangulo rectangulo

4

a) Exprese el area en funcion de la x. ¢ Cudl es el dominio?
b) Trace la grafica.
c) ¢Cual es el &rea cuando x =6.

14) Dado el triangulo is6sceles

X X

a) Exprese el area en términos de la x. ¢ Cual es el dominio?
b) Trace la grafica.
c) ¢Cual sera el area maxima? (Use la gréfica).

15) Un abrevadero tiene sus extremos en forma de triangulo isosceles. La
anchura de su parte superior mide 2x, los lados iguales miden 2 metros
y el largo mide 6 metros.

V
2m
6m



a) Exprese el volumen en términos de la x. ¢ Cuél es el dominio e la
funcién que se obtiene?.

b) Construya la grafica.

c) Obtenga el volumen cuando x =1m.

16) Una isla (representada por A) se encuentra a 5km de la playa y la
distancia del punto B al punto C (como se indica en la figura) es x. Si
una persona en una lancha rema a 3km por hora.

D

.

B

¢

a) Exprese el volumen en términos de la x. ¢ Cuél es el dominio e la
funcién que se obtiene?.

b) Construya la grafica.

c) Obtenga el volumen cuando x =1m.

4.4. Operaciones con funciones
4.4.1. Suma, resta, producto y cociente de funcione s

Definicion. Si se tienen las funciones f y g, entonces:
a) (f+g)(x)=s(x)+g(x)
by (f-g)(x)=71(x)-g(x)
o (f&)(x)=r(x)g(x)
Moy ()
o (L=
ElD,, =D, =D,,=D,nD, y D,, =D, nD-{xg(x)=0}

Es decir el dominio del cociente es la interseccion del dominio de f con el
dominio de g menos el valor de x o valores x para los cuales g(x) se iguale
con cero.

Ejemplos.

1)Si f(x)=2x-8 y g(x)=x"-1.Obtenga:
a) f+g, b) f-g, c) flE&, d) f/g ysusdominios
correspondientes.

Solucién:



=/
(x) g( ) 2x=8-x"+1=—-x"+2x-7

2
) (ij(x)= (x _2x-8

g

D, =Df5k =0 n0 =0

El D, =D, =0, luego el Dm, =
Yel D, =D, nD~{x|g(x)=0} =0 -

2)Si f(x)=x*+x-1 y g(x)=2-3x". Obtenga:

a) f+g, b)f-g, c) flg, d) f/gysusdominios
correspondientes.

Solucion:
a) (f+g)(x)=f(x)+g(x)=x2 +x-1+2-3x" =2x" +x+1
b) (f—g)(x) f(x)—g()c):x2 +x-1-2+3x" =4x" +x-3

o) (£ &)(x) = £ (x)g(x) = (x* +x=1)(2-3x") =247 =3x" +2x=3x* =2 +3x

=-3x* =3x  +5x* +2x-2

d) (ij(x) _f(x) ¥ +x-1

g g(x) 2-3x
El D, =D, =0,luegoel D,,, =D, ,=D,, =0 nl =0
Yel D, =D, n D-{x[g(x)=0} =0 -{2{3}.

3)Si f(x)=+2x-1 y g(x)=+/x+4.0Obtenga:

a) f+g, b) f-g, ¢ fl&, d) f/g ysusdominios
correspondientes.

Solucion:
a) (f+g)(x)=f(x)+g(x)=\/2x 1+/x+4
b) (f—g)(x):f(x) g(x)‘\/Zx 1-/x+4

=\2x% +8x—x—4 =24 +Tx -4

Yy f(x) 2x-2 [2x-1
9 (gj(")‘g(x)‘ i Vx+a




El Df = %’+00) y Dg :[—4,+oo)_
Luegoel D, =D, =Dy, =[4,+%) n[-4,4e0) =}, +o0)
Yel D, =Dy 0 D={xlg(x) =0} = [, +0) -{~4}.

8)Si f() =+ y e =>"L. Obtenga:
X x+2

a) f+g, b)f-g, c) fL&, d)f/g ysusdominios
correspondientes.

Solucioén:

_ B X - x+2+x(x—1)
O (r+8)(x) =/ () rale) =+ =T
_x+2+x2—x: X’ +2
x(x+2) x(x+2)
~ 1 x-1 x+2—x(x—l)
O/ =e)lx) =1 ()~ el) =1 = ey

=x+2—x2+x=—x +2x+2
x(x+2) x(x+2)

x+2
f _f(x) % _ x+2
D ")(Ej(x)‘g(x) %‘x(x—l>

El D, =0-{0} » =0 -{-2}.
Luegoel D,, =D, Dng =(0 -{0})n (0 -{-2}) =0 -{-2.0}
YelD,, =D, nD- {x\g( o} =0 —{-2,0} {1} =0 -{-2.0.1}.

4.4.2. Composicion de funciones

Definicion. Si f y g son dos funciones, entonces la composicion de f con
g se denota por: fog Yy se define como:

(fog)(x)=r(g(x))
Ademas el dominio es: D, , ={x 0D, ‘g(x) DDf} .
Una descripcion geométrica de f o g es la siguiente:

feg



Ejemplos.

1)Si f(x)=+x y g(x)=2x-3.Obtenga:

a) fog, b)ygof, c) fof, d)gog ysusdominios
correspondientes.

Solucion:

a) (fog)(x)=r(g(x))=r(2x-3)=v2x-3

b) (g°f)(X):g(f(X))=g(x/§):2\/§—3

(/1)) = £ (£ ()= £ (Vx) =W =4
d)(gog)(x)=g(g(x)) =g(2x-3)=2(2x-3)-3=4x-9
El D, :[0,+ )

0
%,+oo), Dgo.f:[0’+oo):Df°J' y Dgog:D'

2)Si f(x)=x*-1 y g(x)=3x+5. Obtenga:

a) fog, b)ygof, c) fof, d)gog ysusdominios
correspondientes.

Solucion:
a)(fog)(x)=f(g(x))=/(3x+5)=(3x+5)" —1=9x" +30x +25-1

=9x* +30x +24
b) (gof)(x):g(f(x))=g()c2 —1):3()c2 —1)+5:3x2 -3+5

=3x* +2

O (fef)x)=r(f(x)=r(x*-1)=(x* -1) —1=x* —=24* +1-1
=x* =247

d) (gog)(x)=g(g(x))=g(3x+5)=3(3x+5)+5=9x+15+5
=9x+20

El D, =0 y D,=0.

Luegoel D, . =D, =D, , =D, =0.

4.5. Funcién inversa

Este concepto, surge de la necesidad de construir funciones que inviertan una
correspondencia entre dos conjuntos. Ahora bien, para poder manejar esta
idea, se requiere saber cuando una funcion es uno a uno o inyectiva.



Definicion. Dada una funcién f(x) que va del conjunto A hacia el conjunto B.
Se dice que es uno a uno o inyectiva si se cumple que cuando x, #x,,
entonces f(x,)# f(x,). En caso contrario se dira que la funcién f(x) no es
uno a uno.

A A

O o )@

[
v

O
v

I o e R e 1 V.Y
O
v

En las figuras antéfi@@$/Re ilustra cuando una furlé®BRedNh8 BNho y cuando
no lo es.

Ejemplos

Verifique si las funciones que se plantean son inyectivas o no.

1) f(x)=2x-1
Six, Z2x, = 2x-1#22x,-1 = f(x)% f(x,).
Luego la funcién es inyectiva.

2) f(x)=x"+5
Si2%2 = (2)+5=(2)+5 = f(x)=/(x).
Luego la funcién no es inyectiva.

3) f(x)=7x"+2
Sixzx, = 7(x)+227(x)+2 = f(x)ZS(x).
Luego la funcién si es inyectiva.

4) f(x)= ﬁ
1 " 1

x+3 x,+3
Luego la funcién es inyectiva.

Six #x, =

= f(x) % f(x).

2x+3
3x-5

5) f(x)=

2x, +3 " 2x, +3
3x, -5 3x,-5
Luego la funcién es inyectiva.

Six #x, =

S(x)# f(x,).

Definicién de funciéon inversa.



Si f es una funcion inyectiva que va del conjunto A, hacia el conjunto B, con

D, y R, lainversa ™' es una funcién que asocia a cada elemento del

rango de f (Rf) uno y solo un elemento del dominio de f (Df).

Un esquema ilustrativo es el siguiente:

A
|
o
Observemos queé

Consecuencias de la funcion inversa:
= Sji f esunoaunoentonces f' existe.

= (FosM) @) =(r e s (x) =

Procedimiento para obtener la inversa de una funcion uno a uno o inyectiva
f(x).
» Se intercambian las dos variables x y y.
= Se despeja la variable y. La expresion resultante es la funcion
inversa.

Ejemplos

Obtenga la inversa de las funciones inyectivas dadas anteriormente (en donde

y=f(x)).

1) f(x)=2x-1

: x+1
Six=2y-1 = x+1=2y = T=y.

o _ +
Luego la funcién inversa es: /' (x) =XTI.

2) f(x)=7x"+2

-2 -2
x=7y'+2 = x-2=7y" = x7 =)y = i L=y

Luego la funcion inversa es: ™' (x) =3

3) f()=—

1
x+3



x= ! = x(y+3):1 = xw+3x=1 = xy=1-3x =

y+3
_1-3x
y_
X
s . -1 1—3)6
Luego la funcion inversa es: ™' (x) = .
X
2x+3
4 x)=
) f0=2—
+
-y 3 = x(3y—5):2y+3 = 3xy-5x-2y=3 =
3y-5
3+5x
3Ix-2)=3+5x = =
y( ) d 3x—-2
L _ +
Luego la funcion inversa es: ™' (x) = 3+5x
3x—-2
Ejercicios
) Realice los operaciones: f+g, f-g, f.g, f/g y obtenga sus dominios

correspondientes para cada pareja de funciones que se dan:
1. f(x)=3x-1 y g(x)=2-x

2. f)=x"+2 y gn=1-x
3. f(x)=x"+1 y g(x)=2-x
4. f(x)=+x+1 y  g(x)=+3x-2
5. f(x)=+4-x v g(x)=~+5-T7x
-2 .
6. f(X)—gjx_1 y g o

7. f(x)=% y g(x)zﬁ

X 3x
8. = =
f(x) 3 7 g(x) 7 _3
x+1 1-2x
9. = =
f(x) 1 g(x) 3—ay
1)) Para cada pareja de funciones del ejercicio I. Obtenga:
a)feog, b) go 1, c) fof y d) gog

) Determine si las funciones tienen inversa, en caso afirmativo
obtenerla.

1) f(x)=3x+5 2) f(x)=10-2x



3) f(x)=§+4 4) f(x)=x-5

_ 2 X
5) f(1)=— 6) ()=
7) fx) =22t 8) f(x)=x+1

2x+3
4.6. Funciones Trascendentes

Dentro de las funciones trascendentes se encuentran las funciones
exponenciales, logaritmicas y trigonométricas, siendo éstas las que se
trabajaran a continuacion.

4.6.1. Funciones Exponenciales

En las matematicas aplicadas las funciones exponenciales desempefian un
papel muy importante. Son utilizadas en demografia para pronosticar el tamafio
de la poblacion, en finanzas para obtener el valor de las inversiones, en
arqueologia para conocer la edad de los objetos antiguos, en psicologia para
estudiar una epidemia, en la industria para estimar la confiabilidad de
productos, etc.

En general cualquier funcién de la forma:

fx)=a’

representa una funcion exponencial, endonde ¢ >0 y a #1.

A continuacion se dan ejemplos particulares de funciones para las cuales, se
da el dominio, se construye su grafica y se indica el rango.
Ejemplos

Para cada una de las funciones indique, construya la grafica y diga cual es el
rango.

1) f(x)=2"

Como la x puede tomar cualquier valor, el dominio de la funcion es D, =[] y
para construir la grafica de la funcién, trabajamos con la tabla siguiente:

x f(x)=2" Puntos N

==t | (g

3 4

Polren=rt=r | ()

0 |f(m=2"=1 (0,1 217

1 | ry=2'=2 (1,2) X
2 -1 12




2 | f(2)=2"=4 (2,4)

El rango de la funcién es R, =(0,+c).

Para el ejemplo 2 y el 3, el dominio para cada funcion son los reales y el rango
es el intervalo (0, +o0).

2) f(x)=3" 3) f(x)=4"

En estos tres ejemplos a>1, observa la grafica de cada uno de ellos y da la
conclusién correspondiente.

Ahora se daran ejemplos en donde « toma valores entre 0 y 1; es decir:
O<a<l.

_ ljx 5
4) f(x) —(2
El dominio es D, =[ '
yel R, =(0,+c0).

-2 2 4
) ron=(1] 6 ro=(1]
4 4
15 3
2 2




Al observar las graficas de los ejemplos 4, 5 y 6, que conclusién se pueden
obtener.

Ahora con el fin de llegar a un tipo de funciéon exponencial muy usada en las
matematicas, ya que interviene en varios modelos que incluyen lo que se
conoce como incremento exponencial o bien decremento exponencial (como se
vera posteriormente), Si se considera la funcidén exponencial

=13

Matematicamente se demuestra que si k es grande, se tiene que:

.\ Xk
i
k

en donde e= 2.7182 es considerado la base del logaritmo natural. De lo
anterior se deduce que:

=i+ i) e

esdecir: f(x)=c e™  cuando k es grande.

La funcion f(x)=e" y sus aplicaciones como modelo de distintas
situaciones.

Para esta funcién el D, =0 y el R, =(0,+). Su gréafica es la siguiente:

Crecimiento Exponencial

El modelo matematico que representa el crecimiento exponencial, esta dado de
la forma siguiente:

Q(¢) crece exponencialmente si Q(¢) = Q,e"

cuando £ >0 y Q, es el valor inicial Q(0) .



Al considerar las gréficas vistas anteriormente, nos damos cuenta que la
gréfica de la funcion Q(¢) = Q,e" es de la forma:

o)
{L

o)/

_/

A 4
—+

Ahora se trabajaran algunos problemas en los que la funcion f(x)=e", se

apligue como modelo de crecimiento exponencial, decrecimiento exponencial,
interés compuesto continuo, etc.

Problema 1.

En estudios realizados por los bidlogos, han obtenido que el nimero de
bacterias en un cultivo crece exponencialmente. Si se supone que al inicio hay
3000 bacterias en un cultivo y que 13 minutos después hay 9000. ¢Cuantas
bacterias habra al término de una hora?.

Solucion:
O(t) es el numero de bacterias existentes después de ¢ minutos.

3000 es el numero de bacterias en un inicio.
9000 es el numero de bacterias después de 30 minutos. Entonces:

9000 = 3000e™*
9000 _ 30k
3000
3 - e30k
luego para obtener el nUmero de bacterias después de una hora
0(60) = 3000 = 3000(e3°" )2 =3000(3)* =3000(9) = 27000
por lo tanto, al término de una hora habra 27000 bacterias.

Decrecimiento Exponencial

Q(t) crece exponencialmente si O(¢) = Qe
cuando £ >0 y Q, es el valor inicial Q(0).

En experimentos realizados se sabe que las sustancias radiactivas se
desintegran exponencialmente, de igual forma las ventas de los productos
decrecen exponencialmente cuando se descontinda la publicidad y de hecho
las cantidades que decrecen exponencialmente se caracterizan por que Su
ritmo de crecimiento es proporcional a su tamafio. La grafica de la funcién
O(t) =Q,e™ es la siguiente:

o)

P N

e

v
—+



Problema 2.

Si en la industria se utiliza una maquina que se desprecia de tal forma que
después de ¢ esta dada por una funcién de la forma Q) =0,e %" . Después de
15 afios, la maquina tiene un valor de US$9560. ¢ Cuél fue su valor inicial?.

Respuesta:
Es necesario obtener ¢,. Ademas como

0(15) =9560

Qoe—O.OS(IS) — Qoe—0.75 =9560
si multiplicamos ambos términos de la igualdad por %7, se tiene lo siguiente:

0pe™"7 (e0'75 ): 956O(e0‘75 )
Q, =20238.52

por lo tanto, al inicio el valor de la maquina fue de US$20,238.52.

Interés compuesto continuamente

Para trabajar con problemas de este tipo, se recordara que:

Si un capital C esta invertido a una tasa de interés “; ” durante un periodo de
“n " afios, entonces el monto acumulado m de la inversion esta dado por

« M =C(1+i)) Interés simple durante un afio.

N\ nk
e M= C(l +]l€j Interés compuesto k veces por afio.

e M =Ce™ Interés continuamente compuesto.

Problema 3.

Si en un banco se depositan $10,000 a una tasa del 7% de interés anual.
¢ Calcular el monto acumulado al término de 15 afios si el interés es pagado?
a) Cada cuatro meses
b) Cada mes
c) Diario
d) Continuamente

.\ 1k
a) Para este inciso se aplica la formula M :C(1+;€j , en donde
C =10000, i=0.07, k=3 y n=15. Luego:

3(15)
M, = 10000(1+O'307j =28,233.87



12(15)
b) M,. =1oooo(1+01'g7J = 28,449.46

365(15)
¢) M. =10000[ 1+ 297 = 28.573.63
. 365

d) M, =10000 """ =28,576.51

Observemos que a medida que aumenta el nimero de veces que los intereses
son pagados al afio, la cantidad acumulada en el banco se va aproximando al
resultado que se obtiene al utilizar la férmula para los intereses continuamente
compuestos.

4.6.2. Funcion Logaritmica

Respecto a los logaritmos comentaremos que John Napier los inventd para
eliminar calculos tediosos que se involucraban en la multiplicacion, division,
potencias y extraccion de raices de numeros grandes. En la actualidad con el
uso de las calculadoras y las computadoras, los logaritmos ya no son
importantes para dichos calculos. Sin embargo los logaritmos se hacen
presentes en problemas de crecimiento y decrecimiento exponencial dado que
son inversos de las funciones exponenciales. Los logaritmos debido a sus leyes
también son utiles en la medicion de la intensidad de un sonido, la intensidad
de los terremotos y muchos fenémenos.

Funcion Logaritmo Natural como inversa de la expon encial

La funcién logaritmo natural es la funcion inversa de la funcion exponencial; es
decir, las funciones:

f)=lnx y f(x)=e

son funciones inversas y como uno de los resultados inherentes para funciones
inversas se sabe que:

Ine’)=x y e"™ =x

deigual forma In(e*)=u y e™ =u

Tambiéen por ser inversas estas funciones se deduce que D, =(0,+») y el
R, =[] . La grafica de la funcién f(x)=1Inx es:




En la grafica observemos que a medida que la x toma valores que se
aproximan a cero, la funcion tiende a menos infinito y cuando x toma valores
cada vez mas grandes la funcién crece indefinidamente.

Otro de los resultados que debemos tener presente entre las funciones
inversas, es que sus graficas son simétricas con respecto a la recta y =x; es

decir las graficas de las funciones: f(x)=Inx y f(x)=¢e" son:
X fx)=e
3 . _
A

A ) =Inx

2
s T

PX

Propiedades algebraicas

Estas propiedades se enunciaran solamente para las funciones
f(x)=log,x=logx y f(x)=log,x=Inx
por ser las que tienen mas utilidad practica.

1) log(alb)=loga +logh
2) log(Zj =loga —logh
3) loga" =rloga

estas propiedades también se cumplen para f(x) =Inx, es decir:
1) In(alb)=Ina+Inb

2) h{Zj=ma—mb

3) Ina" =rlna

Aplicaciones diversas de las funciones exponenciale s y logaritmicas

1) Si e*=3. Obtener x.



Respuesta: e*=3 = In(e”)=In3
ahora como las funciones Inx y e” son funciones inversas, sabemos que:
In(e®)=x, luego
x=1n3 =1.0986

2)  Si e2”¥=0.5 Obtener x.
Respuesta. €¥=0.5 = In(e**)=In(0.5) =
2- x=In(0.5)
2-In(0.5)= x
x=2-(-0.6931)
0 x=2.6931

3) Si Inx=4.35, obtener x.

Respuesta: Inx=4.35

elnx =e4.35
x=e4.35
1 x=77.47

4) Si In(4x—-10) =5. Obtenga x.

eln(4x—10) = eS
4x-10=148.41
4x =148.41+10
15841
x=

4
x=39.6

5) Si In(x* +5) =3. Obtenga x.

eln(x2+5) = ¢
x* +5=20.08
x* =20.08-5
x= im

x =+3.88

6) Si ¢"7* =100. Obtenga x.



1n(e6‘”) =1n100
6-Tx =46
~Ix=4.6-6

7) Si &¥7** =500. Obtenga x.

In(e* ") = 1n 500
2x-3
4x+5
2x—3=621(4x +5)
2x -3 =24.84x+31.05
~3-31.05 = 24.84x - 2x

=6.21

-34.05=22.84x
_ —34.05
x puy
22.84
x=-1.49

Otros ejemplos en donde se utilizan las funciones exponenciales y logaritmicas
son los siguientes.

8) Supdngase que se invierta la cantidad de $10,000 a una tasa de interés
del 10% anual. Obtenga el tiempo necesario para que la cantidad
invertida se triplique si el interés se calcula de acuerdo a lo siguiente:

a) Compuesto semestralmente
b) Compuesto continuo

Respuesta
RN
a) Al sustituir en la formula M =C(1+éj , se tiene lo siguiente: como

C =10,000, entonces M =30,000, i=0.1 y k=2.Luego



Ol 2t
30,000 = 10,000(1+7')

30,000 _
10,000
log3 =log(1+0.05)" se utiliza una de las propiedades de los logaritmos
log3 = 2tlog(1.05) se despeja la "t"

2t
(1 + %) se toma el logaritmo de ambos lados

log3
——— =1t luego
2log(1.05)
_ 04771 “ 1126
0.04237

Por lo tanto, del dinero se triplicara a los 11.26 afos.

b) En este ejemplo se utilizara la férmula del interés continuamente
compuesto, siendo esta M =Ce", en donde C =10,000, entonces
M =30,000y i=0.1.

10,000¢*" = 30,000

OV = 30,000
10,000
In (eo'“) =1In3
0.1z =1.098
1.098
f=—
0.1
t=10.98

Luego el dinero se triplicard a los 10.98 afios.
Crecimiento Exponencial

Se recuerda que el modelo matematico que representa el crecimiento
exponencial, estd dado de la forma siguiente:

O(¢) crece exponencialmente si Q(¢) = Q,e"
cuando £ >0 y Q, es el valor inicial Q(0).

Al considerar las graficas vistas anteriormente, nos damos cuenta que la
gréfica de la funcion Q(r) = Q,¢" es de la forma:

o)
{L

o)/

_/

v
—+



9) Proyeccién de la poblacion mundial

La poblacién del mundo en 1995 era de 5,700 millones, y la tasa de crecimiento
relativa estimada es de 2% al afo.
Si la poblacion sigue creciendo a esta tasa, ¢,cuando alcanzara 60,000 millones
de personas?

Respuesta. Como Q, =5,700 millones, £=0.02 y Q() =57,000millones de
personas, entonces:

5.7 =60
0 = ﬂ
57
1n(e°‘°2’) =1n10.5263
0.02¢ = 2.3538
| 2.3538
0.02
t=117.69

Luego la poblacion llegara a los 60,000 millones de personas aproximadamente
en 117 afos.

10) Bacterias en un cultivo

Un cultivo se inicia con 15,000 bacterias y su numero se duplica cada 50
minutos. Obtenga:

a) Una férmula para el niumero de bacterias en le tiempo t.
b) Determine el tiempo de bacterias después de 1.5 horas.
c) ¢Después de cuantos minutos habra 60,000 bacterias.
d) Trace la gréafica en el tiempo t.

a) Para determinar la formula del crecimiento de la poblacion necesitamos
obtener la tasa k. Para ello utiizamos la formula con

0, =15,000, =50 y» Q(¢)=30,000,y posteriormente se despeja k.



15,000¢” =30,000

o5 = 30,000
15,000

ln(eSOk) =In2

50k =In2

k - 1n_2

50
k=0.01386

Luego la férmula del crecimiento de la poblacién, ya que £ =0.01386 es:

Q(t) - 15’ OOO @0.0138&
b) Utilizaremos la formula O(¢) =15,000 [&""*** | cuando t=90 minutos.

0(90) = 15,000 [0-01386(90)
=52219.19

Por lo tanto, el numero de bacterias después de 90 minutos es
aproximadamente 52219.

c) En este inciso utilizaremos la férmula Q(¢) =15,0002""**" cuando
0(t) = 60,000 y se despeja .

60,000 =15,000 [&"*"**
oo — 60,000
15,000
ln(eoonset) =In4d

0.01386¢ =In4
In4

0.01386
£ =100.02

El nimero de bacterias sera 60,000 en aproximadamente 100 minutos.

d) En la siguiente figura se muestra la grafica de

O(t) =15,000 &0
o)
A

60.000

30.000
15.000

50 100



Ejercicios

I. Indique el dominio, construya la grafica y diga cual es el rango para cada
funcién que se da.

1) f(x)=e” 2) f(x)=e™

3) f(x)=e™ 4) f(x) =

5) f(x)=¢ 6) f(x)=¢”

7) f) =™ 8) f(x)=e"

9) f(x)=e" 10) f(x)=e"
11) f(x)=e* +1 12) f(x) =€ +2
13) f(x)=e™ =3 14) f(x)=2-¢&"*
15) f(x)=1-¢™ 16) f(x)=e™ +5
17) f(x)=2-&™> 18) f(x)=e" +4

Il. Resuelva los problemas que se plantean a continuacion:

1) Si se invierten $10,000 a una tasa anual del 8%. Obtenga la cantidad
acumulada después de 15 afos, si el interés es pagado.
a) Anualmente
b) Trimestralmente
c) Mensualmente
d) continuamente

2) Si se invierten $15,000 a una tasa anual del 9%. Obtenga la cantidad
acumulada después de 15 afios, si el interés es pagado.
a) Anualmente
b) Trimestralmente
c) Mensualmente
d) Diariamente
e) continuamente

3) Una suma de dinero se invierte a una tasa de interés fijo y el interés es
capitalizado continuamente. Después de 15 afios el dinero se ha



duplicado. ¢ Como sera el saldo al término de 30 afios, comparado con
la inversion inicial?

4) Una suma de dinero se invierte a una tasa de interés fijo y el interés es
capitalizado cada dos meses. Después de 10 afios el dinero se ha
triplicado. ¢ Como sera el saldo al término de 20 afios, comparado con
la inversion inicial?

5) ¢Qué cantidad es necesario invertir en este momento a una tasa de
interés del 10%, que es capitalizado cada tres meses, de forma tal que
dentro de dentro de 8 afios sea $20,0007?

6) Se proyecta que dentro de t afios la poblacién de cierto pais sera
O(t) = 45¢"”" millones.

a) ¢Cual es la poblacion actual?
b) ¢Cudl sera la poblacién dentro de 20 afios?

7) Que cantidad se debe invertir hoy a una tasa de interés anual de 9%
capitalizable continuamente, para que dentro de 10 afios su valor sea
$30,000.

8) Se estima que la poblacion de cierto pais crece exponencialmente. Si la
poblacién era de 50 millones en 1985 y de 70 millones en 1992. ¢ Cual
sera la poblacién en el 20027

9) Los siguientes datos fueron reunidos por un investigador durante los
primeros 15 minutos de un experimento destinado a estudiar el aumento
de bacterias:

NUmero de minutos 0 15
Numero de bacterias 6000 10,000
Suponiendo que el numero de bacterias crece exponencialmente.

¢, Cuantas bacterias habra después de 40 minutos?

10) La densidad de poblacién a x kildmetros del centro de cierta ciudad es

de O(t) =13¢** miles de personas por kilémetro cuadrado.
a) ¢Cual es la densidad de la poblacién en el centro de la ciudad?
b) ¢Cudl es la densidad de la poblacion a 12 kilometros del centro
de la ciudad?

11) La cantidad que queda de una muestra de una sustancia radiactiva

después de t afios esta dada por la funcién Q(r) = Q,e "™ después de

4500 afios quedan 2,000 gramos de la sustancia. ¢Cuantos gramos
habia al principio?



12) Una sustancia radioactiva se desintegra exponencialmente. Si al
comienzo habia 600 gramos de la sustancia y 60 afios después hay 500
gramos. ¢, Cuantos gramos habra después de 200 afios.

4.6.3. Funciones trigonométricas y sus graficas
Funciones Seno y Coseno

Supongamos que P(x,y)es cualquier punto sobre el circulo unitario centrado
en el origen y que ¢ es el angulo que se muestra en la figura:

Y
A
/ P(x,y)
NIV
Ademas se sabe que:
sent—C%—X— cost—%—f—x
g1 07 H 1

Luego sent =y y cost=x

Como estas funciones fueron definidas en términos del circulo unitario se les
llama funciones circulares.

En base a los resultados anteriores, se deduce el valor del seno y del coseno
para los angulos indicados:

Angulo 0 02 Tt (3/2) 21

Sent 0 1 0 -1 0

Cost 1 0 -1 0

[ —




Al trabajar con estos resultados y otros que se obtienen usando el circulo
unitario, podemos construir la grafica de la funcion f(z) =sent =y, cuyo

dominio es D, =0 yelrango es R, =[-1]1].
A

1

-11

on

Observacion. Para construir la graficafdé] ofig¥n hacia la izquierda se rota el
angulo  en le sentido contrario a las manecillas del relo;.

Propiedades de la funcion  f(¢) = sent .

« Como cada 21 se repite la misma grafica, se dice que el periodo de la
funcion sen? es 21 Luego sen(t +27) = sent .

« También en la grafica se observa

razén se dice que f(¢) = sent es una funcion impar.

que sen(—t)=-—sent. Por

esta

Para la funcién f(¢) =cost =x, el dominio D, =0 yelrango R, =[-1]].

Su grafica es la siguiente:

/N

SR

EVAN
N

NP

3

)

X

1

A

on

f(t) =cost

Propiedades para la funcion f(¢) = cost.

e cos(t+27m) =cost; es decir su periodo es 21
« cos(—t) =cost ; es decir es una funcién par.

Funciones Tangente y Cotangente

v



coO t . t
Sabemos que tan(r) = Y - sen , es decir: tan(t):ﬂ. El
C X cost cost

D, =0 —{t|cost:O} =0 —{t:7ﬂ|n:il, +3, iS,m} y el R, =0 . Al considerar

las graficas de las funciones sent y cost, se deduce que la grafica de la funcién
sent

f(t) =tan(t) =—— es:

cost

Y
A
L5
5 5 108 "X
_5 |
5 3 1 1 3 5
S (A SR/ (/s -
2 2 2 2 2 2
f(¢) =tan(¢)
Al observar la grafica de la funcion f(¢) =tan(¢) se obtiene que:
« Su periodo es Tt es decir: tan(z + 71) = tan(¢)
. . 3 1 1 3
« Sus asintotas verticales pasan por ---—Eﬂ, —Eﬂ, 577 Eﬂ,---
* tan(—t) = —tan(?); es decir es impar.
Funcion cotangente
Este funcion se define de la forma cot(?) = CA_x =&St, es decir:
CO y sent
Ccost
cot(t)=———. El D, =0 ~{t|sent=0} =0 ~{t =nmn==1, £2, +3,-} y el
sent ’

R, =[] . Al considerar las graficas de las funciones sent y cost, se deduce que

. ., cost
la grafica de la funcion f(¢) =cot(t)=—— es
sen

Y 4

»




En base a la grafica de f(#) =cot(?) se deduce que:
« Su periodo es 1t es decir: cot(t + 77) = cot(¢) .
» Sus asintotas verticales pasan por ----3m, —2m, -, 0, 77, 271, 377,
e cot(—t) =—cot(¢); es decir es impar.

Funciones Secante y Cosecante
Funcion secante

Se sabe que sec(r)= A _1_1 es decir: sec(t)=L. El
C.A x cost cost
n

D, =0 —{t|cost =0} =00 —{t=7ﬂn=il, 13, J_rs,m} y e R =0. A
considerar la grafica de la funcion cost, se deduce que la grafica de la

funcién f(t):sec(t)=L es:
cost

1]

3 1 3
-=7 -7 0 - =
2 2 2 2

J () =sec(?)

Propiedades de la funcidén secante

* El periodo es 211, es decir sec(x +277) =secx.

, . 3 1 1 _3
« Sus asintotas verticales pasan por ---—Eﬂ, —Eﬂ, Eﬂ, Eﬂ,---

e sec(—t)=sec(t); es decir es par.



Funcién cosecante

Sabemos que csc(?) = S es decir: csc(t)=L. El
CO y sent sent

D, =0 —{t|sent = 0} =0 —{t = n7T|n =1, £2, i3,~-~} y el
R, =(~o, =1]JU[1, ) =00 =(~11). Al considerar la grafica de la funcién sent,

se deduce que la grafica de la funcion  f(¢) = csc(¢) :% es:
sen

Y4

U}

- e

-3n =27 -M 0 n 27 3N

J () =csc()

Propiedades de la funcién cosecante

» El periodo es 211, es decir csc(x+277) =cscx.
e Sus asintotas verticales pasan por ---—37,-271, — 11, 1T, 277, 377, - - .
e csc(—t) =—sec(t); es decir es impar.

Algunas identidades trigonométricas

Identidades fundamentales

sent cost
1) tant = 2) cott =
cost tan?
1 1
3) sect =—— 4) csct =——
cost sent
Identidades pitagoricas
5) sen’t+cos’t =1 6) sen’t =1-cos’ ¢t
7) cos’t =1—sen’t 8) 1+cot’t =csc’t

9) tan’¢+1=sec’t

Identidades de suma y resta de angulos



10) sen(a +b) = senacosb +cos asenb 11)
sen(a —b) = senacosb —cosasenb

12) cos(a +b) =cosacosb —senasenb 13)
cos(a —b) =cosacosb + senasenb

Identidades de angulos dobles

de la propiedad 10 se deduce que:
sen(a+a) = senacosa + cos asena = 2senacos a

14) sen(2a) =2senacosa

de la misma forma de la propiedad 12 se obtiene:
cos(a +a) = cosacosa —senasena = cos” a —sen’a

15) cos(2a) =cos’ a —sen’a

Aplicaciones de las funciones trigonométricas
Problemas que involucran fendmenos periodicos

Las funciones trigonométricas resultan ideales para modelar el comportamiento
periodico. Si observamos las graficas de las funciones seno y coseno, nos
damos cuenta que exhiben un comportamiento peridédico. Las observaciones
respecto a como las funciones seno y coseno modelan el comportamiento
periddico se resumen a continuacion.

Movimiento armaonico simple
Si la ecuacion que describe el desplazamiento y de un objeto ¢ es
y =asenwt o0 y=acoswt

entonces el objeto esta sujeto a movimiento armonico simple.  En este
caso:

amplitud =|a| Desplazamiento maximo del objeto

. 2mr . . :
periodo =— Tiempo necesario para completar un ciclo
w

. w . . . .
Frecuencia= Y Numero de ciclos por unidad de tiempo
T

Observemos que las funciones

y =asen2imvt 'y y =acos27mt



. . 27 . .
tienen una frecuencia v, ya que o =v, debido a que de estas ecuaciones
Vg

podemos obtener inmediatamente la frecuencia, es comun escribir las
ecuaciones del movimiento armoénico de esta forma.

Ejemplos de reporte en vibracion

1) El desplazamiento de la masa de la figura est4 dado por y =12sen67t , donde
y se mide en pulgadas y ¢ en segundos. Describa el movimiento de la masa.
(Supdngase gue no existe friccidn, por esta razon el resorte y el peso oscilaran

sin cambios de manera indefinida).
% ¥ v>0

A
v<(

Posicion

v
En reposo

Respuesta. Como la masa esta en movimiento arménico simple, entonces:

amplitud =|a| =12

Frecuencia= 6—” =3
27T

. L. L1
Luego el desplazamiento maximo de la masa es de 12cm, necesita 3 de

segundo para completar un ciclo y pasa por 3 ciclos completos cada segundo,
como se muestra en la figura.
A

IAWAWAWA
IRVVRVARY

En =0, el desplazamiento &s 125¢®%,6710)=0, de donde inicialmente la

masa esta en su posicion de reposo. Una descripcion del movimiento esta dada
por la grafica. Observemos que y es el desplazamiento de la masa por arriba

W |




Si su posicidon de reposo. Luego cuando y >0, la masa esta por encima de su
posicion de reposo y cuando y <0, esta por debajo de la posicion de reposo.

La diferencia principal entre las dos ecuaciones que describen en movimiento
armonico simple, es el punto de partida. En ¢ =0 se obtiene:
y=asenw(0)=0 y y=acosw(0)=a

Es decir, en el primer caso el movimiento se inicia con cero desplazamientos,
en tanto que en el otro caso el movimiento se inicia con el desplazamiento al
maximo (en la amplitud). Naturalmente, podemos pensar en el movimiento
como iniciandose en cualquier punto de su ciclo. En este caso las ecuaciones
del movimiento armaonico simple toman la forma

y=asenw(t+68) y y=acosw(t+0)
donde & de termina el punto de partida.

2) Una masa esta suspendida de un resorte como se muestra en la figura. El
resorte se comprime una distancia de 6¢cm y luego se libera. Se observa que la

- , 1 .
masa regresa al punto comprimido después de 2 segundos. Describa el

movimiento de la masa.

¢6cm

Posicion

En reposo
Respuesta. El movimiento de la masa esta dado por una de las ecuaciones del
movimiento armonico simple. La amplitud del movimiento es de 6cm. En vista

de que esta amplitud se alcanza en el tiempo ¢ =0, cuando la masa se libera,
la ecuacion apropiada para su uso es

Yy =acoswt

. 1 : 1 o
el periodo es p=Z, por lo que la frecuencia es — =4. El movimiento de la
p

masa queda descrito por la ecuacion
y =6cos(2rl4r)

=6cos&m

donde y es el desplazamiento a partir de la posicion de reposo en el tiempo ¢.
Obsérvese que cuando 7 =0 el desplazamiento es y =6, como se esperaba.



Otros ejemplos en donde ocurre el movimiento armoénico simple es en la
produccion del sonido. El sonido produce una variacion periddica en la presion
del aire en relacidon con la presion normal. Si la presién varia con movimiento
armonico simple, entonces se produce un sonido puro. El tono del sonido
depende de la frecuencia y el volumen de la amplitud.

Ejemplo sobre la produccion del sonido

2)

Ejercicios

Un ejecutante de tuba toca la nota mi y sostiene el sonido durante
cierto tiempo. Suponiendo que el sonido es mi puro, su ecuacion esta
dada por

V(t) =0.2sen807mmt

donde V' (¢) es la variacion en presion de la presion normal en el

tiempo ¢, medida en libras por pulgada cuadrada. Determine la
frecuencia, la amplitud y el periodo del sonido. Si el ejecutante
incrementa el volumen de la nota, ¢de qué manera cambia la
ecuacion de V(r)? ¢Si el ejecutante esta tocando la nota
incorrectamente y esté ligeramente grave, de que manera afecta a
V(t)?.

Respuesta. La frecuencia es 82&7:40' el periodo es % y la
T

amplitud es de 0.2, como se muestra en la figura.
y

A

Ot v > T(Segundos)
1 2

Yl & o N
v =0.25en8071¢

Si el ejecutante incrementa el volumen, la amplitud de la onda
aumenta. En otras palabras, el nimero 0.2 es reemplazado por otro
namero mayor. Si la nota es grave, entonces la frecuencia es inferir a
40. En este caso, el coeficiente de ¢ es inferior a 8077.

Indique el dominio, construya la grafica y diga cual es el rango para
cada una de las funciones que se dan:

1) f(x)=sen(2x) 2) f(x)=3sen(2x)



3) f(x)=sen (%xj 4) f(x)=3cos(2x)

5) f(x)=cos (l xj 6) f(x)=2cos (lxj

2 2
7) f(x)=tan(2x) 8) f(x)=3tan(2x)
9) f(x)=tan (% xj 10) f(x) =3cot(2x)
11) f(x)=cot (%xj 12) f(x)=2cot (%xj
13) f(x) =sec(2x) 14) f(x)=sec(2x)+2
15) f(x)=sec (% xj -1 16) f(x)=3sec(2x)
17) f(x)=csc (%xj 18) f(x)=csc (%xj +3

Resuelva los problemas que se plantean a continuacion:

1)

2)

La grafica que se indica da el desplazamiento d(¢z) en el tiempo ¢

de un objeto en movimiento armonico simple. Obtenga una
férmula para la funcién d(z).

dft)

A

IANANE

1/5 2/5 3/5 g
La grafica muesta la vari del nivel d agua en relacion con
el nivel medio de agu-a---dei-" ar-en-una-Bahia-de E.U. durante un

periodo particular de 24 horas. Si se supone que esta variacion
esta modelada por un movimiento armoénico simple, obtenga una
ecuacion de la forma y =asenwt que describa la variacion del

nivel del agua como una funcion del ndmero de horas
transcurridas después de media noche.

Y

A

6 / /
Nivel medio L 6/ | 2 , 6 | 12 > t
| I | | Ll
Del mar. o\ 3 / 9 \3/ 9 | Tiempo

-6
Media noche A.M. Media noche P.M.




3)

4)

En la Nueva Escocia existe una Bahia que tiene las mareas mas
altas del mundo. En un periodo de 12 horas, la altura del agua
inicia al nivel medio del mar, se eleva 21 pies, después desciende
21 pies y regresa al nivel medio del mar. Suponiendo que el
movimiento de las mareas es armonico simple, obtenga una
ecuacion que describa la altura de la marea en dicha Bahia por
encima del nivel medio del mar.

Una masa suspendida de un resorte es jalada hacia abajo una
distancia de 2 pies de su posicion de reposo, segun se observa
en la figura. La masa se libera en el tiempo t=0 y se le permite
oscilar. Si la masa regresa a su posicion después de 1 segundo,
obtenga una ecuacién que describa el movimiento.

==

5) Una masa estad suspendida de un resorte. El resorte esta
comprimido de tal forma que la masa estad 5 cm por encima de su
posicion de reposo. Se suelta la masa en el tiempo t=0
permitiéndose oscilar. Se observa gque la masa alcanza su punto

Posicion
En reposo

A
E pies

mas bajo % de segundo después de haberse liberado. Obtenga

una ecuacion que describa el movimiento de la masa.

4.6.4. Funciones Implicitas

Las funciones que hemos visto hasta el momento, se caracterizan porque se
separan las variables; es decir, del lado izquierdo generalmente aparece la
variable * y ” (representada por f(x)) y del lado derecho la variable “x”. En las
funciones implicitas, que son las que ocupan nuestra atencién, las variables no
estan separadas, esto es, las variables se encuentran mezcladas como ocurre
en los ejemplos de funciones implicitas que se dan:

= 2xy+x+y=10



- x2+y2:4
= 4xy’ +xy=x" +2y
= 3xX’y+xp’—x-y=0

s 52t =X
y Xty
n 7)C4y5 :—4)(:2 +2y
3x+4y
= (x+2y)3 +x+y=2xy
= eftc.

Estas funciones seran de nuestro maximo interés cuando se estudie el tema de
la derivada.



UNIDAD 5

LIMITES

OBJETIVOS ESPECIFICOS.

Al término de la unidad, el alumno seréa capaz de:

¢  Comprender el concepto de sucesion y calcular su limite.

¢  Comprender la idea intuitiva del limite de una funcién y su
definicion.

¢ Calcular limites de diferente indole de una funcion.

__X—-d

) @_ lim f (xx)

ral g(x) | limg(x)

X—->d



5) LIMITES

5.1. Sucesiones: definicion, tipos de sucesiones

Definicion.
Una sucesion es un caso particular de una funcién en la que el dominio son
todos los numeros naturales y el contradominio son los numeros reales. Esto
se denota como:

S0 - 0

cuando U ={1,2,3,4,5,--}.

Los elementos del contradominio se llaman términos de la sucesion, es decir:
S, es el primer término, S, esel segundo términoyen general S, es el

término
n-ésimo

Ejemplos de sucesiones

1.5 =+ 2. 5 =1~1 3.5 ="
n n n+2

4.8 = 5@=“D 6.5, =(-1)
2" n

7. S, =n Para todos los ejemplos » 0[] .

Ejemplos.

Para cada sucesion, obtener algunos términos, graficarlos sobre la recta real y
observar el punto hacia donde tiende cada sucesion.

HEqos —_ — 1 — 1 — 1 -1
Solucién: S, =1, §,=4, S, =1, §,=1,...85,=%

S S S S
—00 .- 10\‘I ll// 2 :‘/ 1 ...+ 00
1

A

v



En base a los términos obtenidos y a la gréfica realizada podemos observar
que la sucesion se va aproximando a cero. Ademas como » toma cualquier
namero natural, la sucesion tiene un numero infinito de términos. Ahora si se
considera un intervalo que contenga al cero, por muy pequefio que éste sea
dentro de el siempre hay un namero infinito de términos de la sucesion y fuera
de el un numero finito. (Posteriormente se dira que cuando ocurre lo anterior, el
limite de la sucesién es cero).

Solucién: S, =0, §,=1, §,=2, §,=3,...85,=3

—00 .-

A

Ahora se observa que la sucesién a medida que » toma valores cada vez mas
grandes, se va aproximando a uno. Nuevamente si se consideran intervalos
gue contengan al uno, por muy pequefios que éstos sean dentro de ellos
siempre hay un namero infinito de términos de la sucesion y fuera de ellos un
namero finito.

n
n+2

3. §, =

n

Solucion: §, =4, S

S}

1%
/ A
r—

J5/:

1%
v
+
8

—00 .-+

A

La sucesion tiende a uno a medida que » toma valores cada vez mas grandes.
Y si se consideran intervalos que contengan al uno, tan pequefios como se
quieran, ocurre lo mismo que en los dos ejemplos anteriores.

4. 5 =2
2}1

Solucion: S, =1, §,=4, §,=1 y §, =1

—00 .-

A
© 7
%
-



Esta sucesion se aproxima a cero a medida que » toma valores cada vez mas
grandes.

SlO

Esta sucesion se aproxima a cero a medida que » toma valores cada vez mas
grandes.

6. S, =(-1)"
Solucion:  §,=-1, §,=1, S,=-1, S, =1--

—00 -

A

3
e
- —/
v
+
8

Esta sucesion toma Uunicamente dos valores, cuando a la n se le dan valores
impares la sucesion toma el valor de -1 y cuando a la n se le dan valores
pares la sucesion toma el 1. Ahora si se consideran intervalos tan pequefios
como se quieran que contengan al -1 o al 1, ocurre que existen una infinidad de
términos de la sucesién dentro y fuera de cada intervalo. (Posteriormente se
dira que cuando esto ocurre, la sucesion no tiene limite, es decir el limite es
anico si este existe).

7. S, =n

v
+
8

NP
4

En esta sucesion se observa que a medida de que la » toma valores cada vez
mas grandes, la sucesion también toma valores que aumentan su valor, es
decir tiende a infinito.



Tipos de sucesiones

Las sucesiones las clasificaremos Unicamente en dos tipos: Las sucesiones
gue se aproximan a un cierto valor cuando » tiende a infinito (a las cuales se
les dird que tienen limite) y las sucesiones que no se aproximan a un valor
cuando » tiende a infinito (a las cuales se les dira que no tienen limite).

De los ejemplos anteriores, los numeros 1, 2, 3, 4 y 5 si tienen limite, dado que
se estan aproximando a un valor fijo, y a dicho valor se le llama el limite de la
sucesion y los ejemplos 6 y 7, son sucesiones gue no tienen limite, dado que
cuando »n tiende a infinito no se aproximan a un solo valor. En el ejemplo 6,
toma dos valores y en el 7 tiende a infinito.

5.2 Limite de una sucesion
Definicion.
El lim (S,) =L siy solo si para toda epsilon (&) mayor que cero existe A tal

n-o

que para toda n > 4 se cumple que |Sn—/|<¢.

Esta definicion indica que, si tomamos intervalos tan pequefios como se quiera
que contengan a L, dentro de estos intervalos siempre existe un namero
infinito de términos de la sucesion y fuera de ellos un numero finito.

Propiedades del limite de una sucesion

1. lim (¢) =c¢, cuando c es constante.

n— o

2. lim[A4, +B, ] =lim 4, +lim B,

n— o n— oo n— 0

3. lim 4,[B, =1lim 4, Uim B,

n— n— 0 n— 0

lim A4,
4. lim -+ =2"2—
n-® B lim B,

n—-o

5. lim (4,)" = 1im 4,)"

n— n— 00

6. Jlim 14, =xflim 4,



7. lim (Ej =0: c=constante.

n-o\ p

En la propiedad 7, se indica que el limite de toda constante entre cantidades
que tienden a infinito es igual a cero.

Ejemplos.

Evaluar los limites indicados.

1) lim ljzo sucesion trabajada anteriormente
n—-o n
2) lim n_ljzl sucesion trabajada anteriormente
n— o n
+
3) lim [ 2" 1j=

n-o\ 3p—72

El proceso de darle valores cada vez mas grandes a la n para observar la
tendencia de la sucesion, en general resulta bastante tedioso, es por esto que
para calcular el limite de sucesiones un método que se utilizard es dividir a
cada término de la sucesiéon entre la n elevada al mayor exponente que
aparezca en la sucesion, es decir en la sucesion del ejemplo 3, se dividira a
cada término de la sucesién entre n.

3l+l 3+1
I (3””)— n_n_jpy o on_3*0_3
n-w\ 3p - new3n 2 aeo 2 3-0 3
n n n
4> 3n 7 3.7
an* =3n+7 R T _4-0+0 _4
4) lim ———— = lim —"—"_ = |im i = =—
new Spt4n=9 neeSnt on 9 e, 1 9 540-0 5
nz nz nz n n2
1 n  n 11 1
1+ n+n st st s T T 04040
5) 1 ' = lim 2 n 3n = lim 2 n - —
noo ) —p "o n noeo 2 0-1



4+ 7+3
2+3n
6) lim ———— = lim ———— = lim —~

e N e T i T W U
—+ —t

n n n I’l2 I’l2

2
—+3
+
= lim —2 - 0+3 =%=3

5.3 Concepto intuitivo del limite de una funcion

(x-2)(2x+3)

(x-2)
puede observar, esta funcion no esta definida en x =2, pero le daremos a la x
valores que estén cercanos a 2 para observar hacia donde se aproxima la
funcion o para ver el comportamiento de ella.

(x-2)(2x+3)
Como x#2 = f(x)= =2x+3

(x-2)

Primero le daremos valores a la x que se aproximan a 2 por la izquierda:

Supongamos que se tiene la funcién f(x) = =2x+3, como se

X 1 15 1.8 1.9 1.99 1.999 502

f(x)=2x+3 5 6 6.6 6.8 6.98 6.998 =7

Observemos que cuando x tiende a 2 por la izquierda f(x) se aproxima a 7.

Ahora veremos el comportamiento de f(x) cuando x se aproxima a 2 por la
derecha.

X 3 2.5 2.2 21 201 2.001 40

f(x)=2x+3 9 8 7.4 7.2 7.02 7.002 7

Nuevamente se ve que f(x) tiende a 7 cuando x toma valores que se
aproximan a 2 por la derecha.

Este analisis nos lleva a la conclusién que el limite de una funcion no es mas
gue una nocién de cercania. Las ideas, aunque sean sobre el mismo tépico,
son distintas y por tanto cada uno de los estudiosos del tema tiene ideas
diferentes de cercania. El concepto de limite unifica todas las ideas al respecto.

Para trabajar el concepto intuitivo o la idea intuitiva del limite de una funcion, se
manejaran las ideas del ejemplo anterior. En el podemos observar que el limite
de una funcién f(x) cuando la x se aproxima a una constante “a”, es el valor

al que se acerca cada vez mas f(x) cuando x tiende a “a” por la izquierda o
por la derecha. La notacion que se manejara de aqui en adelante es:




lim f(x)=L

X—-a

Para el ejemplo trabajado, la notacion es:

, o (x=2)(2x+3) _
lim £ (x) = lim =2) =lim (2x+3) =7

En este ejemplo, observamos que para obtener el limite de la funcion, fue
necesaria la construccion de dos tablas y posteriormente se obtuvo el limite de
la funcién. En general este procedimiento es muy tedioso y en la practica lo
que se acostumbra para evaluar los limites es sustituir a la variable por la
cantidad hacia donde tiende en el momento de que no aparezca una
indeterminacion. Por ejemplo:

i =i 0

=lim (2x+3) =2(2) +3=4+3=7

De igual forma:
= lim f(0) =lim (x* +5x+2) =(1) +5(1) +2=1+5+2=8

= lim f(x)= lim (2x* =3x+10)=2(-3)’ ~3(-3) +10 =35

5.4. Definicion formal del limite de una funcion
lim f(x) =L siy solo si para toda £ >0 tan pequefio como se quiera, existe
d>0 tal que | f(x) - L| < & siempre que 0<|x—a|<J.

Y A
y=f(x)

L+e

L-¢

V><

En esta figura se muestra una parte de la grafica de f(x) cercana al punto
x=a.Como f(x) no esta definida necesariamente en “a”, no existe un punto
en la grafica con abscisa “a”. Observemos que f(x) en el eje Y se localizara

entre L—-& y L+¢& siempre que “x”, en el eje X, se localice entre a—0 y
a+9d.Asi



|/(x)-L| < & siempre que 0<|x—a|<J

5.5. Teoremas sobre el limite de una funcion

1. lim(¢) =c¢, cuando c es constante.

2. lim[f(x)£g(x)]= lim £ (x) +lim g(x)

3. lim f(x)&(x)= lifn f(x)Oim g(x)

X—-d

o g(x)  lim g(x)

5. lim[f(x)]" = [}}g}f (x)T

6. lim Y f(x) = ,</1i3n (%)

5.6. Ejemplos de limites de varios tipos

Evalué los limites siguientes.

Limites directos . Estos se obtienen al sustituir la variable que se esté
manejando por la cantidad hacia donde se aproxima.

I lim (2x* +3x=5) =2(4) +3(2) -5 =9

x-2

.ox+2  —-1+2 1
2. lim = =—
-l l=x 1-=(-1) 2

lim
=3 2x+1 6+1 7

2+ +
4, 119,/’; rar 2=\ﬁ=1
x x”+1 2+1 3

Los limites que se dan a continuacién no son directos, ya que si se sustituye
directamente la variable por la cantidad hacia donde se aproxima aparece la
indeterminaciéon 0/0 y para evaluar este tipo de limites si éstos existen se

utilizan procesos algebraicos como los que se muestran enseguida.

Limites en donde se utiliza la factorizacion



a’ —b’ =(a—b)(a+b)

2 _ _
5. lim 2 4=limm=lim(x+2):2+2:4
x-2 x—z x-2 x—2 x-2
2 _ —
6. lim> 9zlimwznm(x+3):3+3:6
x-3 x—3 x-3 x—3 x-3

el 2 —1 qu(x_1)(x+1) -l x+1 1+1 2

. 4-x 4-x . —(x=4) -1 -1 _ 1
8. lim =lim =lim = lim = =-__
42 =16 -4 (x—4)(x+4) -4 (x-4)(x+4) -4x+4 4+4 8

mx4_16_- (x2—4)(x2+4)_. (x—2)(x+2)(xz+4):hm(x+2)(x2+4)

- xs2 x—=2 x-2 x—2 x-2 x—-2 x-2

=(2+2)(4+4)=32

Limites en donde se utiliza la factorizacion

,c2+ax+b=(x+c)(x+d), en donde cld=b y c+d=a

2 - —
10, tim 534 ) L ewd e

S —3x 42 (x-1)(x-2) *1x-2 1-2

11 tim F o268 () (ar2) L v-d 2-4 63
2 P-4 x2(x-2)(x+2) 2x-2 2-2 -4 2
_ 2 _ (- _ _
12. lim I-x :hmmzhm (x 1)(1+x)=, (l+x): (1+1):_

13 im——=Ilim-——=lm —=—=—

Otro tipo de factorizacidnes que son Utiles al evalu ar limites son:

a +b’ =(a+b)(a2 —ab+b2) y a -b =(a—b)(a2 +ab+b2)




=1 (x—l)(x2+x+1)

14. lim = lim :lim(x2+x+1)=1+1+l:3
x-1 x—l x-1 x—l x-1
3 +3)(x* =3x+9
15. lim = +27=lim (x )(x * ):lim (x2—3x+9)=9+9+9=27
x--3 x+3 x--3 x+3 x--3
2 — — s
16, tim S X2 (=4)(xe3) L x-d4 | 3-4 7

-3 x> +27 xﬂ-3(x+3)(x2—3x+9) =3 x2 =3x+9 94949 27

_ 3 4-x)(16+4x+x° 2
T :hm( x)(16+4x+x7) 16+Ax+x _16+16+16
=4 16-x" 4 (4-x)(4+x) x4 44y 4+4

18. tim (2 =27 — iy (2 =3)(4x" +6x+9) _ lim |2 ¥6x+9
VA -9 en\ 0 (2x-3)(2x+3) e n V0 2443
[l o _mp
2(%)+3 3+3 6 \2

Ejemplos de limites en donde es util realizar ladi  vision

3 2 _
19, fjm XY 2X *x 4:1im(x2+3x+4)=1+3+4=8

x-1 x—l x-1

x> +3x +4
x—1 xr +2x° +x-4

3 2
-Xx +x

0 +3x> +x
-3x +3x
0 +4x—-4
—4x+4
0+0

3 2_ _
20, lim Xt —x-18
x-2 x—2

Para realizar la division utilizaremos la divisién sintética y ésta se muestra a
continuacion:



X +3x* —x-—18
x—=2

0 lim

x-2

X =Txt+x+9
x+1

21. lim

x--1

La division sintética es:

X =T7x* +x+9
x+1

O lim

x--1

22. lim

Las divisiones sintéticas son:

=lim

= lim

2x° =5x* —2x-3 i
=3 4x° —13x% +4x -3 -3 4x° =13x7 +4x -3

2J13—1 -18

2 10 18
9 0 <«— residuo

(x2+5x+9)=4+10+9=23

x-2

—U1—719

-1 8 -9
1 -8 9 0 <— residuo

(x2 —8x+9):1+8+9:18

x--1

2x° =5x* = 2x -3
x—3

x=3

3J2 _5 -2 -3 3J4 “13 4 -3
6 3 3 12 3 3
2 1 1 0 4 -1 1 0
2x* =5x* =2x -3
3532 =Dy — _ 2+ x+
O lim 2x° =5x"—-2x-3 _ .. x-3 _ 2x" +x+1 _

- > =lim —; > =lim———=
-3 4x” —13x" +4x -3 -3 4x° —13x" +4x-3 -3 4x" —x+1

x—3
_18+3+1 _2_2
36-3+1 34 17



X =x*=-x+10

¥ -x*-x+10 _

23. lim = lim x+2 =
-2 x* +3x+2 -3 X 43x+2
x+2

Las divisiones sintéticas son:

—51—1—110 —2J132

2 6 -10 2 2
1 3 5 0 1 1 0
X -x*—x+10
32 2 _
0 fim 2 YOy w2 g, XS
-2 x"+3x+2 -2 x T +3x+2 -2 x+1
x+2
4645 15 _ s
-2+1 -1

Ejemplos de limites en donde se utiliza la racionali  zacién

24 hm\/m_\/g . (\/m—ﬁ)(\/m+\/§) . (\/m)Z_(\/g)z
0 x 50 x(\/mh/g) £0 x(\/mh/?)
=tim —23 73 i

S N T R e Py

=lim ! !

1 —_— —_
S er34a3) BB 25

_— Jx+h-Jx . (m-&)(mw;) :lim( x+h)2 _(
h—0 h h—0

Jx
- h(\/mh/;) h=0 h( x+h+\/;)

—lim —— T i h
Y N B MY W )
1 1 1

Vih—x) Vi ol

= lim (



B35 -3 (V3x+3h=5 =3x=5)(V3x +3h =5 +3x=5)
26. lim = lim
=0 h =0 h(V3x+3h =5 +3x-5)

; 3x+3h—-5-3x+5
- h(\/3x+3h—5 +\/3x—5)
3

a (J3x+3h—5 +\/3x—5)

5

=

h-0 h(\/3x+3h—5 +3x -
. 34

=lim =
h-0 h(x/3x+3h—5 +\/3x—5)

3 3

C fx-5+Bx-5 2x-5

i (Vax+3h-5) -(V3x-5)
= 1um 5)

p—

=

fewiel (Va1 -1)(Va+1+1)(Va+2 +2)
S er2 2 (re2 2 )t +1)(Vae2 +42)

( x+2+\/5):\/§+\/§:2\/§:\/_

( x+1+1) 1+1 2 2

Jarri-y3 . (Vare3-B)(Vaxr+3+B) (5
(V5 -ox+5)(Vax+3 +43)(v5

\/9x+5)
\/9x+5)

+
+




Ejemplos de limites en donde aparecen las raices ci  bicas

. Ax+n=3Yx
29. hmT_

h—-0

para evaluar este tipo de limites, utilizaremos la factorizacion
a-b = (a —b)(a2 +ab+b2)

en donde a-—b representa a la resta en donde aparecen las raices cubicas; es
. 1 1
decirr  a-b=3x+h-3x = (x+h)/ / luego a:(x+h)é y b=x4.
Ademas con el fin de eliminar las raices cubicas, se multiplica tanto el
numerador como denominador por (a2 +ab+b2), dicho proceso se realiza a

continuacion:

limM:hm[Jﬁ'h% x%}[(x+h/+ x+h)/ A+x/}
70 h h=0 [(x+h)23 +(x+h)/ /+x/}
=1lim [x-'-h } |: :|

O] (e n) o+ (xm) /+x/

x+h-x

" h_(x+h)% +(x+h)% N +x%_

) h
"0 (x+h)% +(x+h)% 5 i

1

1 1 1
X xS xS _3x% _33X2

3 _
30, lim VX171

x-0 X

. - . I
Al utilizar el procedimiento anterior a:(x+1)4 y b=1. Nuevamente se
multiplica tanto el numerador como denominador por a’ +ab +b>.



[(xﬂ)% -1}[()”1)% +(x+1)5 +1}
lim = lim
=0 X ¥ x[(x+1)% +(x+l)% +1}

("] ull -

=lim

o [x+l 3+(x+1)/+1}

=lim
e [(x+l/+ x+1

1
3+(x+1)/ +1}

o [(x+l/+ x+1

1
(1)% +(1)A +1 BRESESEE

= lim =lim
T (Gt
1

) \3/()6 + h)2 —3/x?
31. lim =
ho0 h

2 2,
Para este ejemplo a = (x+h)4 y b= xé. Nuevamente se multiplica tanto el

numerador como denominador por a” +ab+b>.

Joony i [eny = e e e
() e e

[(x+h)%}3 _[X%T
ey (e ]

(x+h)2 - x
h (x+h)% +(x+h)%x% +x%

x* +2xh +h* - x*

h_(x+h)% +(X+h)%x% +x%_




_ 2xh + I’
"% (x+h)% +(x+h)% x% +x%

_ h(2x+h)
"% (x+h)% +(x+h)%x% +x%

= lim 2x+h
"o (x+h)%+(x+h)%x%+x%
2x 2 2 2

x%+x%x%+x% _3x% _3x% _3%/;

Ejemplos de limites en donde se realizan cambios de variable

Este tipo de limites se sugiere utilizarlos sobre todo cuando haya radicales de
diferentes grados.

32. lim Vx - I
x—»O%/_I

Six=u® = \/_=\/u_6=u3 y 3/;=3/u_6=u2.Luego:

-1 -1 =D Futl) . wdHu+l 1+1+1 3
=lim m =lim

lim 1 =l = ==
=0 3x =1 w0yt =1 w0 (u-l)(u+1) u=0  y+1 1+1 2
33. lim Vx - L
xHOQ/_ 1
Six=u* = \/_:\/u—4:u2 y Ix =u. Luego:
tim Y i 7 i (u_l)(u+1)—hm(u+l)—l+1—2
=0 Yx =1 w0 u—=1 w0 y-—l
33 tim Y7L
x=0 {x —1

Six=u® = \/_=\/u_6=u3 y 9/_=9/u_6=u. Luego:

- 3 - D +u+
lim\/; D fim 4L o gy (2D 1)=lim(u2+u+1)=l+1+1=3
xﬂog/;_l u-0 y—1 u—-0 u-—1 u—-0



Ejemplos de limites en donde se realizan las operaci  ones indicadas

+1)* -1 24 2x+1- 2+ +
PN ) Ml BN 2 ) DU S 2 SN €]
34. x-o0 X x-0 X x-0 X x-0 X
=lim(x+2)=0+2=2
x-0
(xR =X X Hdxh+hi-xd . 2xh+RE . hQ2x+h)
lim =lim =lim =lim ——=
35. 1-0 h =0 h =0 h h—0 h
=lim (2x+h) =2x+0=2x
h-0
(”2)3_8—1 X H6x° +12x+8-8 X +6x" +12x
36 =0 (x+2)° =4 -0 x*+4x+4-4 =0 x? +4x
Cox(x¥P+6x+12) . xXT+6x+12 _0+0+12 12
= lim = lim = =——=3
x=0 x(x+4) x=0 x+4 0+4 4
1 1 2-x-2 -X
(x+2)" -2 T+2 2 2(x+2) 2(x+2)
1ing—:1irr01x—:hn01—:1ir%—
37'xﬂ X X - X R X R E
1
. -x . -1 -1 _-1_ 1
=lm ———=lim = =—=—
0 2(x+2)x x-02(x+2) 2(0+2) 4 4
1 1 W —(x+h)’
_2 _2 —_— T e —
+hY " =h 2 2 2 2
Sy Cull) Bl € 1) S e CL.0)
x-0 X x-0 X x-0 X
W —=x*=2xh—h* -x? =2xh
2 2 2 2
lim — O )
x-0 X x-0 X
1
_2_ — — — —
= lim x—thzlim x(x—zh)zl' xX=2h

im ———

0 pA(x+h)Y’x -0 BP(x+h)Y’x -0 B (x+h)
. -0-2h _-2h _-2
=lim = =—
=0 p20+h*) B W

5.7. Limites unilaterales



Si consideramos la funcion f(x) =./x, tiene como dominio el intervalo [0, +oo).
Por consiguiente el lirrolf(x) =1iH(}\/;, no existe debido a que la “x” no puede

tomar valores que se aproximen a cero por la izquierda. Sin embargo la “x” si
puede tomar valores que se aproximen a cero por la derecha. Este ejemplo
ilustra la siguiente definicion.

Definicion. El limite unilateral por la derecha de f(x) cuando “ x” tiende al
valor “ a” por la derecha esiguala® L” yescribimos

lim f(x) =L

X—-a

Si para cualquier ¢ >0, tan pequefio como se quiera existe una 0>0 tal
que |f(x)-L| <& siempre que 0<x-a<J.

Al utilizar esta definicion se obtiene que
lim £(x) = lim Jx =0
x-ot x-ot

Observemos que en la definicibn dada se supone que la funcion f(x), esta
definida en el intervalo (a,c), para valores de ¢ >a.

Definicion. El limite unilateral por la izquierda de f(x) cuando “ x” tiende
al valor “ a” por laizquierda esiguala“ L” y escribimos
lim f(x)=L

X—-a

Si para cualquier & >0, tan pequefio como se quiera existe una 0>0 tal
que |f(x)~L| <& siempre que 0<a-x<J.

En esta definicibn se supone que la funcion f(x), esta definida en el intervalo
(d,a), para valores de d <a.

Ahora para ver la relacion que existe entre los limites unilaterales lim f(x) y

X—-a

lim f(x) con el lim f(x), se da el teorema siguiente.

X—-a

Teorema. El lim f(x) =L siysoélosi lim f(x)= lim f(x)=L.

X-a X-a

A partir de este teorema se obtiene que si lim f(x) # lim+ f(x), se obtiene que

X-a X-a

lim f(x) no eixste.

X-a



Ejemplos.

Obtenga los limites indicados en cada caso y trace la gréfica.

4-x* si x<lI

1. f(x)= . Obtenga: lirlrl f(x), lirlrl fx)y 1xl£r1lf(x)

2+x* si ox=21

Solucién:
lim f(x) = lim (4-x*) =4-1=3.
x-1" x-1"

lim f(x) = lim (2+x?) =2+1=3.

x-1 x-1

Por lo tanto lin}f(x) =3.

3

AT

2 si x<l1

[

v

2. f(x)=4-1 si x=1 .Obtenga: lim f(x), lirr}rf(x) y lirrllf(x).

-3 si x>1 !
Solucion:
lim f(x)=2.
x-1"

lim f(x) = -3.

Por lo tanto lin}f(x) no existe.

3 f(x):M . Obtenga: lim f£(x), lim £(x) y lim f(x).
X x-0" x-0" x-0

4

-1 =i

Esta funcion se expresa como f(x) =
1

Si

x>0

x>0

v



Solucioén:
lim f(x)=-1.

x-0 1

lim f(x)=1.

Por lo tanto lin}f(x) no existe. 0 g
t 1 F

x+4 Si x <-4

4. f(x)=4{N16-x> si —-4<x<4

x—4 Si x=4

Obtenga: lim /(x), lim /(x), lim f(x), lim /(x), lim f(x) y lim f(x).

x-—4

/-4 4
lim f(x)= fim (x+4)F0.

v

x-—4 X -
lim f(x)= lim V16 -x* =0.
xo -4t xo-4t

0 lim /() =0.

lim f(x) = lim V16 -x* =0.

x-4 x-4
lim f(x) = lim (x=4)=0.
x-4 x-4

0 lim /(x)=0.

V-l1—-x  si x<-1
5. f(x)={1-x* si -1<x<I
Nx+1l o si x=1

Obtenga: lim /(x), lim f(x), lim /(x), lim /(x), lim /(x) y lim f(x).

x--1 x--1




lim f(x)= lim v=1-x =0.

xo-1" xo-1"

lim f(x)= lim V1-x* =0.

x--1 x--1

0 lim f(x)=0.

lim f(x) = limv1-x* =0.

x-1 x-1
lim f(x)=lim+vx-1=0.
x-1t xo1t

O lirrllf(x)=0.
4-x* si x< -2
f(x)=3x"+1 si -2<x<2
x* =4 si x=2

Obtenga: lim f(x), lim f(x), lim f(x), lim f(x), lim f(x) y lim f(x).

X

x--2 X-=2
A
b
0
4 2 2 4

-2

4
-6

Observemos que segun la grafica los limites unilaterales son diferentes, esto
indica que los limites lim2 f(x)y lin} f(x) no existen. Estos resultados se

comprueban en seguida.

lim f(x)= lim (4-x)=0.

xX—=2 x-=2"



lim f(x)= lim (x* +1)=5.

x--2 X-=2

U 1in_12 f(x) no existe.

lim f(x) = lim (x* +1) =5.

x-2 x-2
lim f(x) = lim (x* —4) =0.
xo2t xo2t

U 1irr21 f(x) no existe.

5.8. Limites infinitos

Estos son limites unilaterales y se caracterizan porque cuando la variable
tiende a algunos valores, las funciones tienden a infinito o a menos infinito,
como se ilustra en los ejemplos que se dan a continuacion.

Ejemplos.

Para cada funcion que se indica, trace la grafica y en base a ella obtenga los
limites indicados.

1. Si f(x):%. Obtenga el lim f(x) y lim f(x).
X~ x-3" x-3t
La grafica es la siguiente:

115

t18

v




lim f(x) = lim =-00 Yy hm f(x)= hm = +o0
x-3" x-3 X — x-3" x-3" X —
x2
2. Si f(x)=— . Obtenga lim f(x), hm f(x), lim f(x)y lim f(x).
X" = x-=2" x--2* x-2” x-2*

La gréfica de la funcion indicada es:

A

b

v

|

1.9

|

™
o [ S SR S

Y

2

lim f(x)= lim = +o0
x-=2" f( ) x--2" X2 _4

X2
11m f(x)= hm > = -0
xo-2t x-2" xT —

2
lim f(x) = lim = —00
X2 x-2" x -

2
11m f(x)= hm = +00

x—»ZX_

2x2 . Obtenga lim f(x), lim f(x), lim f(x) y lim f(x).
- X x-1 x-1

x--1 xo-1F

f



P S R

lim f(x)= lim = +oo
xo-—-1" x--1" l_x

hm f(x)= hm 2x2 = —00
xﬂ—l )Ca—l l_x

lim f(x) = lim = 400
xo17 x-1" 11— x
lmﬂmefxzm

5.9. Limites al infinito

Recordemos que cuando calculamos el limite de algunas sucesiones, el limite
de cualquier constante entre cantidades que tienden a +c es igual a cero.
Ademas se utilizé el procedimiento de dividir a cada miembro del cociente entre
la n elevada al maximo potencia. Este mismo procedimiento sera utilizado para
evaluar el limite de funciones cuando la x — +c 0 cuando x — —o .,

Ejemplos
E S a3
+ +
1 fim 250 = gy XX = gy X =2%0_2
xot Iy —8 X - +00 37)(? § X -+ § 3-0 3
X X X
2 3,5 1343
-3y + 2 2 2 2 -0+
2. fim 23S gy o gy D ox ? 270702
X - 400 S5x° -9 X - +oo 5x 9 X oo 5_2 5-0 5
T2 :



3 =202 +1 R R S 3-0+0 2
3. lim —= im X 3 X X = lim X X - ==
X - +00 7x +x—2 X - +00 7i+l_£ x—>+oo7+i i 7+0_0 7
X XX ¥
¥ _Ix 3 17,3
x2_7x+3_ x3 x3 x3 _ 9 X xz x3 0_0+0
4. 1 2 = 5 = lim = =
xoto 4y 48y  xere 4y’ 8x  xote 4+§ 4+0
X x x°
2x _ 5 2_5
— 2 2 —
5. lim 2> = fim £ X = jjm £ & =070
X — too X + X — +00 X 1 X — +0o 1 1+0
—+— 1+—
2 Xt X
2x* 2 5 2
2 _ T2 T2 - _
6. lim 25 2% - X x gy x 270 2
yoto Dx4+6  x-vo 2x 6 xeww 2 6 0+0 0
x2 X x X

4 4 4
x+4 iy e "
7. lm—=lim—>——=lim ————=--——=|im-———=——
X — +oo 3+ lxz_l X — 0o §+ x2_1 X — +oo §+ i_i X — +00 §+ I_L
X X X X X x N x’
1+0 1 1

8.
i+i _l_ﬂ _l_i
1imx—+4: lim —=X =X — lim X - lim — X
A Y lx2_1 xﬂ+ooi+ /x2_1 X - =00 _§+ x2 _i X —00 _§+ l_i
-x X x \x* X x VX
—_ + —_ u—
:i:_lz_l_ 1

0+J1-0 1 1



4x’ +5  4x 4 5

= = =+ = +4
Va4xT +5+4x x> ¥

9. lm ———F———=lim X = lim

= G +A9xE -1 9x* -1 9x* 1

,7 _Na+0+4 _Ja+4 _2+4 _6_2

= lim = = —

e /9_ T 6+/9-0 6+/9 6+3 9 3
)C

4x* +5  4x
- - 4+

Vax® +5+4x

2
sy
10. lim —/—— "= = |im ——* X = |ijp X
9x* 1
_6+ =
x2 x2

= oA JOx —1 X~—°°g+\/m X

-—X -X

5
4+ -4
. 2 _N4+0-4 _ Ja-4 _2-4 2 2

SR /9_L_‘6+‘/9‘0_‘6+\/§__6+3___3_3
2
X

eyl Ve (Ve e
1. Jim (Vx+3-Vx) = tim o3+
(o) -(5) o weses o
X b ( x+3+\/;) am (\/m+\/_) Yot (\/m+\/_)

12. lim (\/x2 rx—1-+x —2x) -
(\/)Cz +x-1 —\/x2 —2x)(\/x2 +x-1 +\/)c2 —2x)
= lim
B (\/x2+x—1+\/x2—2x)

2 2
. (\/x2+x—1) —(\/xz—Zx) . P x—l-x2+2x
roe (\/x2+x—1+\/x2—2x) x”‘”\/x +x—1++/x% —2x




3x_1

= lim 3x -1 = lim X_x
e x4 x =1 +/x? - 2x x”+°°\/x2+x—l+\/x2—2x
X X
3—— 31
= lim - X 5 = lim 1 1x >
R N
by X X X X X X X
_ 3-0 _ 3 3
JI+40-0++1-0 1+41 2

13, lim (V¥ +x =137 =2x) =
(\/Xz+x—1—\/x2—2x)(\/x2+x—1+\/x2—2x)
= lim
e (\/x2+x—1+\/x2—2x)
2 2
. (\/xZ +x—1) —(\/xz—Zx) . 4 x—1-x+2x

e (\/x2+x—1+\/x2—2x) x”_“\/x2+x—1+\/x2—2x

3x 1
= lim 3x 1 = lim X —x
x*_m\/x2+x—l+\/x2—2x x*_°°\/x2+x—1+\/x2—2x
-X -X
_3+l _3+1
= lim - X - = lim X
Xm0 X0 1 1 2
e e
X X X X X X X X
-3+0 -3 3

T 00410 i+l 2

5.10. Asintotas horizontales y verticales



En las secciones 5.8 y 5.9 fueron trabajados los limites infinitos y los limites al
infinito respectivamente. Dichos limites seran de utilidad para definir las
asintotas verticales y las asintotas horizontales.

Definicion 1. Una recta x=a se llama asintota vertical de la curva
y = f(x) si por lo menos una de las siguientes afirmaciones se cumple:

liznf(x) =00, lim f(x) =00, lim f(x)=00
lifnf(x) =—oo, lim f(x)=—0c0, lim f(x)=—oo

Definicion 2. Una recta y =4 se llama asintota horizontal de la curva
vy = f(x) si se cumplen cualquiera de las dos condiciones si guientes:
limf(x)=4 o lim f(x)=4

X — 00

A continuacion se dan ejemplos de funciones en los que las rectas x =a son
asintotas verticales:

v

v

S

—
v

)

lim f(x) = oo lim f(x) = =0 lim /(x) = =0

X-a X-a

lim f (x) = e

X—-da

De igual forma enseguida se dan ejemplos de funciones en donde y =4 son
asintotas horizontales:

A A A A
A0 __/ \¥ ___________ ‘il -

v

v
v
v

lim /(x) = 4 lim /(x)= 4 lim /(x) = 4 lim f(x) = 4

Ejemplos.

Para cada funcién que se da, encuentre las asintotas verticales, las asintotas
horizontales y trace la gréfica.



2x

D Sx)=-"

Como el lim 2x
-4 x—4 x-4" x =4

asintota vertical.

=o. Se obtiene que x =4 es una

Ademas el lim—2=2 y lim

x-ox =4 xomw ) =

=2. Luego y =2 es una asintota

horizontal.

La grafica se da a continuacion:

A

10
8 :
6 :
; e
________________ I -
-4 -2 ; 6 8 18 12 N
2. Si f(x)=L.
x-3
. . 2 . .
Como lim f(x)= lim =—c0 Yy lim f(x)=lim = +oo
x-3" -3~ x—3 x-3t 3t x-=3

Luego x =3 es una asintota vertical.

) 2 .
=0 y lim =0. Luego y=0 es una asintota

El lim
x~>°°x—3 xﬁ—oox—
horizontal.

La grafica es la siguiente:

T



+15

t18

4 6 -
xz
2. SI f(x)= :
f@=——
2 2
lim f(x)= lim — =400, lim f(x)= lim — = —00
x--2" x-=2" X _4 xo-2t xo=2t x° —
x2 X2
lim f(x) = lim — =-o0 y lim f(x)=lim — = +o0
x-2" -2~ X _4 x-2t x-2t x _4
Luego x=-2 y x =2 son asintotas verticales.
xz 2
lim f(x) = lim — =1 y lim f(x) = lim — =1
X — 00 X — 00 x _4 X — —00 X — —00 x —_
Luego y =1 es una asintota horizontal.
La grafica de la funcion indicada es
A
i 6 i
| 4 i
i 2 i
SR A
i -2 -i
| -4 i
2. Si f(x)= sz . | |
1-x
lim f(x)= lim sz =+, lim f(x) = lim sz = o

x--1 xo-1" 1=—x x--1 xo-1" 1—x



lim £(x) = lim —=— =+ y lim f(x) = lim 2"2 = 0
xo1 1" 1—x xo1t -1t 1—x

Luego x=-1 y x =1 son asintotas verticales.

lim f£(x) = lim 12—x2:0 y lim () = lim - 2
X - —00 X — —00 - X X — 00 X — 00 —
Luego y =0 es una asintota horizontal.
La gréfica es:
A

b

4

2

P S R

|
i
|
[¥5)
|
[
|
B R e T

X X~

lim f(x)= lim 2x lim—2 -

=0 y lim f(x)=
x-3 13X +2x -3 w1’ 1" x? +2x -3
Luego x=-3 y x =1 son asintotas verticales.

lim /(x) = lim ——=" lim £(x) = lim—2 =2

- =) y
e e dxt +2x -3 e xt +2x -3
Luego y=2 y y=-2 son asintotas horizontales.

La grafica es:

|

-]
S (N [

3]

i

U P |
|
|
|
1
i
|
|
|
|
|
|
|
1
|
3]




5.11. Ejercicios

[) Evaluar los limites siguientes:

2_
1. fim> 4
=2 2x—4
3. lim 223
x-1 x* —1
2_
5. |im 28
¥-2 x=2
4x* =100
7. lim
x-5 10-2x
4_
9. lim>__16
x-2 3x—6
. x> +3x-4
11. lim ————
-l x° =3x+2
I
13. lim — >
-l x"+x-2
2
15, lim X_F4**3
-l x+]
2 —
17. fim = *¥72
x-2 x°=2x—§
X +27
19. lim
-3 3x+9
_ .3
21, lim 4%

10. i

12.

14. i

16. i

18.1i

20. Ii

22.

. x*=9

lim

x-32x—=6

. 8—2x

lim >

-4 x° =16

. x> -16

lim

x-43x—12

. 2-2x7

lim

x-1 3x—=3
x* -4

lim >

x=2 x° =2x

.o x?-2x-8

lim 5

-2 x" =4

lim X2

x —x—6
lim 5
=3 x°=9

x =1
lim
x-12x=2

x* =27
lim >
=3 x"—=x—6
li S_Sf
x-1 ]1—x



23. i

25. 1i

27.

2x° +2
lim
-l x+1

2x—6
lim S
x=3 x7 =27

. X +2x*+x-4
lim

x-1 x—1
3 4.2
29, lim X% *x*9
Xl x+1
3 4.2
31 lim S5x7 —4x” +2x+11
Xl x+1
3 _ 2 _ _
33 i 2x” =5x"—-2x-3

35. 1

37.

39.

41.

43. i

45. 1i

47.

49.

im— 5
=3 4x" —13x" +4x -3

Jx+3-3
lim ————
X

x-0

C Ax+h=-5-x-5
lim

h=0 h

‘m N2+ x =2

li

x-0 X

. oAx+l-1
Im ———
=02 —\J4+x

x+5-5

lim

=0 \[7 =7 +2x
Ix+h-3Yx
h

lim
h-0

. 3’(x+h 2 _3[x2
lim
h-0 h

2 —
lim &3 79

x-0 X

3_
24. 1im X8
x-22x—4
3_
26. lim . |oX 27
%\ 8x* —18
3 2 _ _
28.limx +3x" —x-—18
x-2 x—2

30. 1

. 22X +3x7 —4x-1
m

x-1 x—1

X =x*=x+10

32. lim 5
=2 x"+3x+2
h 32
34. Jim 2% ** ~3
=l x T +x+2
) \/x+h—\/;
36. lim
h-0 h
38.1imb
X—-a x—a
40, lim Y+ a=Va
x-0 X
) \/x+2—\/§
42. lim
=0 f3-3+x
3 _
44.lim\/; !
-1 x—=1
_3
46.lim2 \/;
-8 8—x

48.

50.

2 _ 2
fim 37X
h-0 h

)
lim (a+2h) —a
h-0 h



51. lim

x-0

53. lim

x-2

55. lim

x-0

57. lim
h—0

II) Para cada funcion que se da, obtenga los limites unilaterales que se indican:

1) f(x)=

2) f(x)=

3) f(x)=

4) f(x)=

5) f(x)=

(x+2)’ -8 fimn (3+h) -27

52.

(x+2)* -4 -0 (3+h)* -9
( L __ 4 j 54. lim ——
x=2 x'-4 4 11
x> 16
-1 _~-l -1
(x+2)" -2 56.lim(h+1) 1
X h-0

(x+h)?2-x7
h

3 -3
fim &)X h)h al

58.

h-0

4-x* si x<l
lim /), lim /() y limf (o).
2+x% si x=1 ! !
X si x<l1
lirpf(x), lirgf(X) y limf(x).
1-x si x=21 T o
x+2 si x<2
lim f(x), lim f(x) y  lim f(x).
x? si x=22 o Yo
x+2 si x<3
2
lim f(x), lim £(x) » lim /(x).
12-2x o o
si x>1
3
X+l si x<l1
lim f(x), lim f(x) » limf(x).
x+1 si x>1 ! !



2x* =5 si x<2

6) f(x)= lim f(x), lim f(x) . lim f(x).

=1 si x=2
x2+4x+6 si x<2
7) f(0= lim /().

-2 +4x-2 si x=2

3x-1 si x<l1

8) /(x)= lim £ (x).

9) f(x)= lim £(x).

10) f(x)= M Obtenga : lim f(x).
X x-0

|x —2| .
11) f(x)= 5 Obtenga: lim f(x).
X — x-2

12) Dada la funcion f(x) obtenga el valor de “p” tal que lirr21 f(x) exista

S5x=1 si x<2

fx) =

x> +p si x>2

-3 si x<0
13) f(x)=<0 si x=0 ling f(x).
3 si x>0

3x-1 si x<2
14) f(x)=<2x+1 si 2<x<4 lirrzlf(x) y lirr}f(x).

5x-1 si x=4

x+4 Si x<-1

15) f(x)=4N10-x* si -1<x<1 lim f(x) y lim f(x).

3x Si x>1




4+x si x<—4

16) f(x)=4V16-x* si —-4<x<4 lim f(x) y lim f(x).

x—4 Si x>4

[II) En cada funcidn que se da, encuentre los limites infinitos que se indican:

L= lim f(x) y lim f(x).
D x-7 x-7
2. flx)=—2 lim f(x) lim_ f(x)
' 8 +2x o A
3. f(x)= 25x16 lim £(x), lim f(x), lim/f(x) yp lim f(x).
X - x-—4 x-—4 x -4 x-4
4. f()= 6’; _ lim f(x), lim f(x), limf(x) y limf(x).
—-2X x--1 x--1 x-1 x-1
5. f(x)=222x2 . lim f(x), lim f(x), limf(x) y lim f(x).
X - x—--2 x--2 x-2 X2
6. f(x)= 6x2 : lim £(x), lim f(x), limf(x) p lim /().
- X x4 x-—4 x4 x4
7. f(x):33x32 . lim f(x), lim f(x), limf(x) yp limf(x).
- 23X x--1 x--=1 x-1 x-1
8. f(x)=— x lim f(x), lm f(x), lim f(x) y lim f(x).
xX“+x—-6 x--3 x- =3t xo2 x o2t
0. f(x):z"—2 lim f(x), lim f(x), limf(x) y lim f(x).
X +x—12 x-—4 xo—4" x-3 x-3"
10. flx)=—22 lim f(x) y lim f(x).
xz + x _6 x-=3 x-2
11. f(x)=ﬁ lim f() y lim f(x)
=5x

12. f(x) = ﬁ lim f(x) y - lim f(x).
X X = - x-l



IV) Obtenga los limites al infinito que se dan:

+ 2 -
1. fim 227 > fim X _T2x+5
oo Sx+4 oo 6x® +4x -1
S+ . 2x-7
3, lim — 7 4. lim ==
=2 6x° +x7 +5 s 5x7 =4
2 4 _ 2~
5. lim Tx +6x78 6. lim XHNxT+2
oo x—9 oo 5x+3
S 6x +dx? —1 8. lim (\/x+1—\/§)
1m X500

oo \JOx? +8 + x
9. lim (\/x2 s —x) 10. lim (\/x2 R +1)

X >0 X >0

11. lim (\/x2 +ox — 3 —5) 12, lim

X >0 X >0

x—x? —3x—10)

V) Obtenga las asintotas horizontales y verticales para cada funcion y trace la
grafica.

1. f(x)=x3_x7 2 10= 575

3. f(x)=x25jcl6 4. f(x)=2_6;€x2

5 f(x)=2fzx2_8 6. f(X)=16x_2xz

7 f(x)=3f’;zx2 8. f(x)=xz+x—i_6

9. f(x)=xz+x—;_12 10. f(ﬂ=ﬁ
3x X

11.]IX):jJ=?j===T; 12.j(x)::7€ff3===§
X X — X X -






UNIDAD 6

CONTINUIDAD

OBJETIVOS ESPECIFICOS.

Al término de la unidad, el alumno seréa capaz de:

3 Analizar cuando una funcién es continua o discontinua.

¢ Aplicar la definicion de continuidad puntual y en un
intervalo, asi como las propiedades de continuidad en la
solucion de problemas.

¢ Analizar los diferentes tipos de discontinuidad.

. Identificar las funciones que presentan discontinuidades
removibles o no removibles.

y=f(x)




6) CONTINUIDAD

6.1. Idea intuitiva de continuidad y discontinuidad

Intuitivamente se dice que una funcidén es continua en un cierto intervalo, si en
dicho intervalo su grafica se puede dibujar sin levantar el lapiz. Se dice que es
discontinua o que no es continua en un punto 0 mas puntos de este intervalo si
en dichos puntos es necesario levantar el lapiz para dibujar la grafica de la
funcién f(x).

A continuaciéon se dan las graficas de dos funciones, en las que la primera es
continua en el intervalo (a,b), esto es debido a que la gréafica de la funcion

f(x) se dibujoé sin levantar el lapiz en todo el intervalo mencionado y la
segunda funcién no es continua o discontinua en el punto x =c¢ del intervalo

(a,b).

S ()

)
/
I

Funcion continua Funcién discontinu a

6.2. Definicion de continuidad puntual

Una funcion f(x) es continua en x=a Si y soOlo si, se cumplen las tres

condiciones siguientes:
a) f(a) existe



b) lim f(x) existe

X—-da

c) lim £(x) = f(a)

En el caso de que al menos una de estas propiedades no se cumpla, se dice
que la funcidbn f(x) no es continua o es discontinua en x =a. A continuacion

se dan algunos ejemplos en los que se ilustra el concepto de continuidad
puntual.

Ejemplos.
Verifique si las funciones que se dan son continuas o no en el punto indicado.
1) f(x)=3x>+5x-10 en x=1
Verifiqguemos cada una de las propiedades:
a) f(a)=f(1)=3(1)"+5(1)-10=-2  Por lo tanto, si existe.
b) lim f(x) = lirr11(3x2 +5x —10) =-2 Por lo tanto, si existe.
©) lim /(x) = /(1)
Como se cumplen las tres propiedades, concluimos que la funcién si es
continua en x=1. Geométricamente significa que la grafica de esta

funcién se puede dibujar sin levantar el lapiz en el punto x =1. La gréafica
es la siguiente:

2) f(x)=é en x=3

Respuesta:
a) f(a)=f3) =% =3 Porlo tanto, si existe.



b) lim f(x) = 1irr31 3 5 =3 Por lo tanto, si existe.

x -

) lim () = /(3)

En este ejemplo también se cumplen las tres propiedades, luego la
funcién si es continua en x =3. En la grafica que se da a continuacion,
se ilustra tal afirmacion.

A
?-15

+18

3) f(x)I% en x=2

Respuesta:

8) f(a)= f(3) = =

E Por lo tanto, no existe.
3-3 0

Dado que la primera condicién no se cumplid, se dice que la funcién es
discontinua en x =2. Por tratarse de la funcion del ejemplo 2, en dicha
grafica se observa que efectivamente, para dibujar la grafica en el punto
x =2 es necesario levantar el lapiz.

si xZ%2

4) f(x)= ¢Sera continuaen x =27

1 si x=2

Respuesta:



a) fla)=f(12)=1
b) lim f(x) = 1imx2_—xz_2 T Gl [ G0 lim(x+1) =3
X-a x-2 X - 2

€) lim f(x) # £ (2)

Como la propiedad tres no se cumplio, la funciéon es discontinua en
x=2.

Una gréfica ilustrativa es:

v

Si analizamos la grafica nos damos cuenta que el hueco que provoca la
discontinuidad en x =2 sobre la recta, es porque en este punto la
funcién fue definida como f(2) =1, pero si subimos el punto aislado al

lugar donde aparece el hueco, es decir si f(2) =3, la funcion se hace
continua en x =2. Luego la funcion

xX=-x=2
x=2

si x#%2

f(x) =
3 si x=2

es continuaen x=2.

5) Para cada una de las funciones que se dan, obtenga el valor de ' de forma
tal que la funcién f(x) sea continua en el ponto indicado.

x> =9

x+3

a) f(x)= en x=-3.
w si x=-3

si x#% -3

Considerando el ejemplo 4, nos damos cuenta que para que la funcién
sea continua en x =-3, es necesario que W se iguale con el limite de
la funcién cuando la variable tiende a menos tres, es decir:



. oo X =9 o (x=3)(x3)
V= lim £ = lim " = fim T = im (v 3) =33 =

Por lo tanto la funcién es continuaen x=-3 si W =-6.

b) f(x)= en x=1.

Nuevamente para asegurar que la funcién sea continua en x=1, se
iguala W con el limite de la funcién cuando la variable tiende a uno, es

decir:

3 —-1)(x* +x+1
W =lim /(x) = lim I CRDICRE )=lim(x2+x+1)=3

x> =
1 x—l x--3 x—l x-1

Por lo tanto la funcién es continuaen x=1 si W =3.

V2x+3—J§ .
_ x#0

Sl
X

c) f(x)= en x=0.
w si x=0

W se iguala con el limite de la funcién cuando la variable tiende a cero,
es decir:

, (V2 +3 -3)(V2x +3 +453)
RN e PGy

:lim( 2x+3)2_(\/§)2 = fjm — 2373 2
-0 x(«/§;7;?§4-\ﬂg) =0 X(N/EETITg‘Fxfg) =0 x(\/§;7;?§4'\[§)

V2x+3—v€
X

W =lim £ (x) = lim

=lim

2
£-0 (M+x/§) (\/§+\/§) 3

Por lo tanto la funcién es continuaen x=0 si W = %



6) Para cada funcidon que se indica, trace la grafica y verifique si es 0 no
continua en el punto o los puntos que se dan:

3x=-2 si x<2
a) f(x)= en x=2.

6—-x si x=22

La grafica es la siguiente:

o O

Para verificar si la funcion es continua en x =2, se verificaran las tres
condiciones que se deben cumplir segun la definicion.

v
X

) fla)=f(2)=3(2)-2=4 Por lo tanto, si existe.
i) Tim £ (x) = lim £ (x)

Ya sabemos que para que exista el lirr21 f(x) es necesario que los

limites unilaterales sean iguales.

lim(6-x)=4

x-2

lim f(x) = lim (3x-2)=4 y lim f(x) =

x-2"

Luego lin’zlf(x) Si existe y es igual a 4.
i) lim £ (x) = £(2)

Por lo tanto la funcién si es continuaen x=2.

¥ +1 si x<l1
b) f(x)= en x=1.

2x+2 si o x>1



La grafica es la siguiente:

Y
8_1;_____/
4+ [ i
27 i
- > X
1 2

Se utilizara la definicion para verificar si la funcién es continua o no en
el punto indicado.

i) f(a)=r1)=(1)" +1=2 Porlo tanto, si existe.
i) lim f(x) =1lim f(x)

A continuaciéon se evallan los limites unilaterales.

lim £ (x) = lim (x* +1) =2 y
x-1 x-1

lim f(x) = lim [2(1)+2]=4

Como los limites son diferentes se obtiene que el linllf(x) no

existe.
Por lo tanto la funcién es discontinuaen x =1.

Observemos que en ejemplo 6.a la funcién fue continua en x =2 y esto
ocurrié dado que los limites unilaterales fueron iguales y en el ejemplo 6.b
la funcion no fue continua y esto sucedié porque los limites unilaterales
fueron diferentes. En los ejemplos que se dan enseguida para verificar si la
funcidbn es o0 no continua, se verificara que ocurre directamente con los
limites unilaterales.

x+1 si x<-2
C) f(x)=92—-x si 2<x<2 enx=-2 y x=2.
2x—-1 i x>2

La gréfica es:




Para verificar si es continua en x=-2, se evaluaran los limites
unilaterales y si estos son iguales, concluimos que la funcién si es
continua en x =-2

lim f(x) = lim (x+1)=~1
lim f(x) = lim (2-x) =4

Como los limites son diferentes se obtiene que la funcion f(x) no
es continuaen x =-2.

De igual forma para verificar si es continua en x =2, se evaltan los
limites unilaterales.

lim f(x) = lim (2-x) =0

lim f(x) = lim (2x ~1) =3

Dado que los limites son diferentes se obtiene que la funcion
f(x) noescontinuaen x=2.

x+4 Si x <-4

d) f(x)=<VJ16-x" si —-4<x<4 enx=-4 y x=4,

x—4 Si x=4

ARV4

-4 4

v

Para que la funcion sea continua en x = -4, es necesario que:

lim f(x)= lim_f(x).

x-—4 x-—4



lim f(x)=lim x+4=0 y lim f(x)= 1im+x/l6—x2 =0.

x-—4 x-—4 x4 x -4

Por lo tanta la funcién si es continuaen x=—4.

También la funcién es continua en x =4 si:

lim f(x) = lim f(x)

x-4

lim f(x)=limV16-x> =0 y lim f(x) = lim (x-4) =0.
x4 x4 x—.4+ +

x-4

Por lo tanta la funcién si es continuaen x=4.

6.3. Tipos de discontinuidades

Existen dos tipos de discontinuidades, las  discontinuidades removibles o
relativas

y las discontinuidades no removibles o absolutas. En las discontinuidades

removibles es posible evitar la discontinuidad y en la no removibles no se

puede evitarla.

Definicion. Se dice que la funcion f(x) tiene una discontinuidad removible
en x =a Si se cumple que:
f(a) noexiste y lim f(x) siexiste

Y f(x) tiene una discontinuidad no removible en x =a si se cumple que:
f(a) noexiste y lim f(x) no existe

X—-da

Ejemplos.

Obtenga las discontinuidades de cada funcion e identifique de qué tipo son:
5
1 =
) f0)=—

f(x) es discontinua en x =4 y es de tipo no removible dado que:

5 5 )
= f(4)=——==noexistey i
f(@)= f(4)= =g =g noexistey lim

x-4 x—4

5 .
=— no existe.
0



x—1
2

2) f(x)=

x -1
f(x) es discontinuaen x =1y es de tipo removible dado que:
fla)=f(1) =% no existe

lim 2L = fim— 1 o =1
Yo Tl (x=1)(x+1) rx+1 2

Si existe.

Y tiene una discontinua no removible en x =-1 dado que:

fla)=f1)= FZ no existe

.oox—1 . x—1 . 1 1 .
y lim ——=1lim -——F——=1lim =— no existe.
oyt =1 et (x=1)(x 1) e+l

3) f(x)=

x4
X —4x

f(x) tiene una discontinua removible en x =-2 dado que:

f(a)=f(-2) :% no existe

y lim = lim = lim =lim —=-— si
existe.

Tiene una discontinua removible en x =2 dado que:
fla)=f(2) :% no existe.

2_ _— —_
y lim)i—4=limw:hm (e=2)(x2) L 1ol g
-2 x" =4x  x-2 x(x2—4) X*Zx(x—2)(x+2) =2 x 2

existe.

Y tiene una discontinua no removible en x =0 dado que:

f(a)= f(0) :%4 no existe.

Y lim =lim

existe.

6.4. Teoremas sobre continuidad



Teorema 1l. Si /'y g son funciones continuas en x = a, entonces:
a) f+g escontinuaen x=a.
b) f—g escontinuaen x=a.
c) f[& escontinuaen x=a.

d) L es continuaen x =a, siempre que g(a)#0.
g

Teorema 2. Las funciones polinomiales son continuas en todo valor real.

Ejemplos.

1) Si f(x)=2x"-3x+5 y g(x)=4x"+x-5.Obtenga la suma, la recta, el
producto, el cociente y verifique si son continuas o no.

a) (f+g)(x)=f(x)+g(x):(2x2 —3x+5)+(4x2 +x—5):6x2 -2x
b) (f —g)(x) = f(x)~g(x) = (2x* =3x +5) - (4x> +x-5) = 22> —4x +10

¢) (/ [&)(x)= f(x) g(x) = (26" ~3x+5) (42" +x-5)
=8x* +2x’ —10x —12x° =3x% +15x +20x” +5x - 25
=8x* —10x" +7x* +20x—25

d) ﬁ(") =L 2 odx i
g g(x) 4x"+x-5

Ahora por el teorema 2, se sabe que f(x) y g(x) son continuas en todos los

reales por ser funciones polinomiales y por el teorema 1 se concluye que:
f+g, f—gy fL[& soncontinuas en todos los realesy que f/g es continua

en todos los reales menos los valores de x para los que g(x)=0, es decir
f/g escontinuaen 0O -{1,-3}.

4

6.5 Continuidad en un intervalo

Definicion. Se dice que la funcién f(x) es continua en un intervalo (a,b), si
f(x) es continua en cada punto de dicho intervalo.

Ejemplos.

1) Verifique si las funciones que se dan son continuas o no en todos los
reales.



2)

3x=2 si x<2

a) f(x)=

6—-x si x22

La funcion es continua en todos los reales, si es continua en x=2 y en
ejemplo “6a” de la seccidén 6.2 se verificd que si es continua en x=2.
Por lo tanto la funcion es continua en todos los reales.

x+1 si x< -2
b) f(x)=<2-x si -2<x<2
2x-1 si x>2

En el ejemplo “6¢” de la seccion 6.2 se verificd que esta funcion no es
continua en x=-2 ni en x=2. Luego la funcibn es continua en

0 -{-2,2}.

x+4 Si x <-4

c) f(x)=4N16-x> si —-4<x<4

x—4 Si x=4

Este ejemplo también fue trabajado en la seccion 6.2 con el niumero
“6.d” y se verificd que la funcién es continuaen x=-4 yen x=4.Porlo
tanto la funcién es continua en todos los reales.

Obtenga el valor de & de tal forma que la funcion sea continua en todos
los reales.

3x+7 si x<4

a) f(x)=
kx-1 si x>4

Para que la funcion sea continua en todos los reales es necesario que
sea continua en x =4 y resulta continua en x =4 si:

lir}} f(x)= lir}g f(x)

lim f(x) = lim (3x +7) =19 y lim f(x) = lim (kx —1) = 4k ~ 1
x4 x-4 x-4

x-4"

Porlotanto 4k-1=19 = 4k=20 = k=5
Luego la funcién es continua en todos los reales si k£ =5.



4kx* -2 si x<l1

b) f(x)=
3x+7 si x21

La funcidon es continua en todos los reales si es continua en x=1 vy
resulta continua en x =1 si:

lim /(x) = lim /(x)

x-1 x-1
lim f(x) = lim (4k® =2) =4k =2y lim f(x) = lim (3kx +7) =3k +7
x-1 x-l x-1 x-l

Porlotanto 4k-2=3k+7 = k=9
Luego la funcién es continua en todos los reales si k£ =9.

3) Obtenga el valor de ¢ y £ de tal forma que la funcion sea continua en
todos los reales.

X Si x<l1
a) f(x)=ex+k si 1<x<4

-2x si x=4

La funcién es continua en todos los reales si es continua en x =1y en
x =4. Y resulta continuaen x =1 si

lim f(x) = lim f(x)
x-1 x-1
lim f(x) = lim (x) =1 y lim f(x) =lim(cx +k) =c+k
x-1 x4 x-1 x14
O c+k=1 - ()
De igual forma la funcion es continua en x =4 si:
lim f(x) = lim f (x)
x-4 X -
lim f(x) = lim (cx+k) =4c+k y lim f(x) = lim (=2x) = -8
x-4 x-4 x-4 x-4
O 4c+k=-8 -+ (2)

A continuaciéon se le da solucion al sistema de ecuaciones que se forma,
siendo este:



c+k=1 - (1)
de+k=-8 - (2)

Para darle solucién se multiplica la ecuacion (1) por menos uno y se suma
con la ecuacion (2).

-c—k=-1 - (1)

4et+tk=-8 - (2)

3c =-9

Luego la funcién es continua en todos los reales para ¢c=-3 y k=4.

La gréafica de la funcién al sustituir los valores obtenidos es la siguiente:

v
X

B e K9] |

x+2¢c si x<-2
b) f(x)=<3ecx+k si -2<x<1
3x—-2k si x>1

La funcién es continua en todos los reales si es continuaen x=-2 yen
x =1. Y resulta continuaen x =-2 si:

lim f(x) = lim f(x)

lim f(x)= lim (x+2c)=-2+2c vy lim £ (x) = li_r21}(3cx +k)=-6c+k

x--2" x-=-2"
Al igualar ambos limites se obtiene la ecuacion:

-2+2c=-6¢c+k
0 8c—k=2 - (I)

De igual forma la funcioén es continua en x =1 si:



lim /(x) = lim /(x)

x-1"

O 3c+k=3-2k
De donde se obtiene la ecuacion: 3c+3k=3 = c+k=1

Enseguida se da el sistema de ecuaciones que se forma:

8c—k=2 - (1)
ctk=1 - (2)

W

Y su soluciones: c¢=1 y k=

La grafica de la funcion es:

6.6. Ejercicios

I) Verifique si las funciones son continuas en los puntos indicados.

1) f(x)=£ en x=4. 2) f(x)=%

xP-x-2

x=2
3) f(x)= en x=2.
1 si x=2

si x%2

lim f(x)=lim(3ex +k)=3c+k y  lim f(x)=1lim(3x -2k) =
x-1 x-1 xo1

3-2k

(2)

en x=3.



2_
x —16 si x%4
x—=2
4) f(x)= en x=4.
8 si x=4
2
+
—3x >x si x#0
X
5) f(x)= en x=0.
5 si x=0
_ .3
I~x si x#1
1-x
6) f(x)= en x=1.
3 si x=1

[I) Obtenga el valor de W de tal forma que cada una de las funciones sean
continuas en los puntos indicados.

3 _
X ~ox si x#%3
x=3
1) f(x)= en x=3.
w si x=3
2_
X 4 si x#%E2
4x —
2) f(x)= en x=2.
w si x=2
2 —
—3x *ox-8 si xZ%1
x—1
3) f(x)= en x=1.
w si x=1




f_z si x#2
x' =16
4) f(x)= en x=2.
w si x=2
Jx+2-2
—— si x#0
X
5) f(x)= en x=0.
w si x=0

[II) Obtenga los puntos de discontinuidad de cada funcién y diga de que tipo se
trata.

_ 2x _x+l1
L )= 2 =37
3. fx)=—22 4. f=—*1
X =X X =X
24 x(x+1)(x—3)
5 =2 6. 2
S X —4x 7t (x—S)(x3 2x2—3x)
. _|x—3| 3 _|x+7|
. f(x) ; . f(x) +7
|x = 3| x+3 L3
- si xX#%5 |2x+3|
9. J()= 10. f(x) =
1 si x=5 3
-1 Si x=-——

IV) Verifique si las funciones son continuas en todo punto.

11. f(x) = );2:39 12. f(x) = ;2__11

5

3
X —X

B./0)==5"73 14. f(x) :@
s



15. f(x):|)C+5|
x? Si x<l1
17. f(x)=42x+1 si 1<x<3
2+x si x=3

V) Obtenga los valores de
continuas en todos los reales.

3k+2x si x<l1
1. f(x)=
S5x+1  si x>1
2kx* =1 si x<2
3. f(x)=
kx+2 si x22
2ex+1  si x <1
5. f(x)=13ex+k si 1<x<2
2kx+3  si x=2
-3 Si x<0
7. f(x)=<cx+2k si 0<x<2
3k ST x=2
x? =3cx + 2k SI x <
9. f(x)= -4x+3 si —2<.
—x2+(2c+5)x+k ST X2

3x+1 si x<l1
16. f(x) =
2+2x si o x>1
|x—3| )
— si x#%3
x=3
18. f(x) =
1 si x=3

2x+4 si
2. f(x)=
2-3k si
X S1
4. f(x)=<cx+k si
=2x si
x+2c i
6. f(x)=<3cx+k si
3x -2k i
ox’* +2  si
8. f(x)=1<2cx+3k si
4kx +2c si
(2x-1)" +1
10. f(x) = cx+k
(x+2)" -2

“c” y “k” de tal forma que las funciones sean

x<0

x>0

x <l
1<x<4

x=24

x<-2
-2<x<1

x>1

x<-1
-1<x<

x23

x <

Si

si 1<x

x =

Si






UNIDAD 7

DERIVADAS

OBJETIVOS ESPECIFICOS.

Al término de la unidad, el alumno seré capaz de:

¢ Relacionar el concepto de limite con el problema de la
razon de cambio instantanea de una funcion de manera
geométrica.

Hacer uso del concepto de limite de una funcion para el
calculo de la derivada de una funcion.

Obtener la derivada de una funcion por medio de las
férmulas de derivacion.

Aplicar las formulas de derivacién para evaluar la derivada
de una funcion compuesta (Regla de la Cadena) y en
derivadas de orden superior.

f(x2)
f(x1)




7) DERIVADAS

7.1. Introduccién

La creacioén del célculo diferencial e integral o llamado simplemente célculo, es
atribuida principalmente a Isaac Newton y a Leibniz , personajes dedicados a
la ciencia y a la filosofia. El calculo desde su creacion fue una herramienta
matematica inventada en el siglo XVII para resolver problemas de la fisica y de
la geometria. A partir de su creacién, el calculo ha ocupado un lugar muy
importarte  dentro de la cultura occidental, dado que se convirti6 en un
instrumento indispensable para la ciencia. Sus aplicaciones son innumerables
no solo en la fisica y en la geometria sino también en la quimica, la biologia, la
ingenieria, la economia, etc.

Al remitirnos a la historia del calculo después del siglo XVII se observan dos
aspectos diferentes. Por un lado estan las aplicaciones y por el otro, la
evolucion tedrica del calculo mismo. En la actualidad el calculo ademas de ser
una herramienta matematica necesaria y util es también una teoria matematica
completa y rigurosa. En particular y para los intereses de esta unidad se le dara
prioridad a la solucion de problemas y en este sentido se le dara solucién al
problema fundamental que propicio la creacion del Calculo Diferencial, siendo
éste: La obtencion de la recta tangente a una curva en un punto:

7.2. Interpretacién geométrica

Velocidad instantanea

Muchos de nosotros tenemos la nocién intuitiva de velocidad como rapidez con
la que se recorre una distancia en un cierto intervalo tiempo. Por ejemplo, si un
carro recorre, 100 Km en una hora, su velocidad media (o promedio) debe
haber sido 100 km/h. Es claro que el carro durante todo el trayecto no conservo
la velocidad de 100 km/h, dado que disminuye la velocidad al pasar por los
poblados, y la aumenta al rebasar otros vehiculos. Es decir, la velocidad varia
en el tiempo. Ahora, si el conductor del automovil quiere realizar el recorrido de
100 km que existen de una ciudad a otra en una hora, es necesario que en
ciertos momentos la velocidad del automaovil supere los 100 km/h para que se
recuperen los kilometros faltantes cuando el conductor circula a velocidad
menor a 100 km/h. De hecho saber que la velocidad promedio es de 100 km/h,
de ninguna forma responde la pregunta: ¢ Cual es la velocidad del automovil en
un instante particular?

Velocidad media



En general la velocidad media o rapidez media de un objeto en movimiento, se
define como:
_ distancia recorrida

Vm = — -
tiempo del recorrido

Por ejemplo si un corredor realiza una carrera de 20 km/h en un tiempo de 2
horas 30 minutos (2.5 horas). La velocidad media del corredor durante el
recorrido fue

_ 20 km

25h

Vm =8km/h

pero si ahora se desea determinar la velocidad exacta V7 del corredor en el
instante en el que se cumplié 30 minutos de la carrera. Si la distancia recorrida
en el intervalo d tiempo de 0 a 1 hora es de 10 km, entonces

Vm=0K 6k

inicio A ‘i /v ‘i
1.4 kmen
<+«—10km —’|‘_ 0.2 horas 4’|

20 km
en 25
horas

A meta

\ 4

A

Nuevamente, este nimero no es una medida, 0 quizds ni siquiera un buen
indicador, de la rapidez instantanea V' a la que el corredor se mueve al cabo
de 1 hora de carrera. Si se determina que el corredor en 1.2 horas esta a 11.4
km de la linea de salida, entonces la velocidad media de 0 a 1.2 horas es:

m=11'4km =95km/h

sin embargo, a través del intervalo de tiempo de 1 hora a 1.2 horas
11.2 km =10 km _ 1.4km
Vm = = =7 km/h

12h=-1h 02k

dicho nimero es una medida mas realista de la razén V. Si se reduce el
intervalo de tiempo entre 1 hora y el instante que corresponda a una posicion
con medida cercana a 10 km, se espera que mejoren las aproximaciones e la
velocidad del corredor cuando el tiempo es 1 hora.

Movimiento rectilineo



Con el objeto de generalizar las ideas anteriores, supongamos que un objeto, o
una particula, situada en un punto P, se mueven sobre una recta coordenada,
esta recta puede ser horizontal o vertical, como se muestra en la siguiente
figura

»
»

Supdngase, ademas que la particula se mueve de manera que su posicion, o
coordenada, sobre la recta, estd dada por la funcion s = f(¢), en donde “¢”
indica el tiempo. Los valores de “s” son distancias dirigidas medidas desde 0
(cero), en unidades como pueden ser: centimetros, metros, pies, etc. Si P esta
a la derecha o arriba de 0, se toma s>0, de forma similar, cuando P esté a la
izquierda o debajo de 0, s<0. El movimiento rectilineo es el que tiene lugar en
una linea recta.

Si una particula se encuentra en el punto P en el tiempo t; y en P’ en el tiempo
t1+4:, luego las coordenadas de los puntos son f(t;) y f(t1+4:), como se ilustra en
la figura siguiente.

| f(_tl) f(tlJr_At)

v

dis tan cts da . . .
Al recordar que Vm = , la velocidad media de las particulas

tiempo del recorrido
en el intervalo de tiempo [t3, t1+4] es
_ cambio en la posicion _ f(t, +1,)— f(t,)
~ cambio en el tiempo - A

Vm

t

. As
es decir Vm=—.
At
Esto sugiere que el im%E representa la razon de cambio instantaneo de f(t)
[ —

en t;, o0 sea la velocidad instantanea



Definicion

Supdngase que s = f(¢) representa una funcion que indica la posicion de un
objeto en movimiento en linea recta. La velocidad instantanea en el tiempo t;
esta dada por

V(t) = lim

At -0

f(tl +Az)_f(t1) — hm&
A a0 At

t

siempre y cuando el limite exista.

Ejemplos

1) La altura s sobre el suelo, de una pelota que se deja caer desde la parte
superior de St Louis Gateway Arch esta dada por s=-4.9¢>+192, en
donde s se mide en metros y ¢ en segundos. Encontrar la velocidad
instantanea de la pelota cuando t;=3 segundos.

A
S
M T 192
v
[ ]
Pelota
t1=3
Suelo 0

Respuesta. Al utilizar la definicidon, se sabe que la velocidad instantanea es:

f(tl +At)_f(tl)
A

t

@)= im

ahora al considerar la informacién del problema
£(t,)=-4.91" +192

y f(t, +0r) =-4.9(t, +Ar)* +192
= —4.9(1,” +2t,At + At?) +192
=—4.91" -9.8, At —4.9A1* +1

Luego:



—4.9¢7 = 9.8t At — 4.9 +192+4.917 =192
A

t

@)= lim

—9.8¢. At — 49N At(-9.8¢, —4.9M¢
= lim ! = lim ( ! )

A0 A, A0 A,

= lim(-9.81, ~4.901) = 9.8

Por lo tanto la velocidad instantanea a los 3 segundos es:
v(3) =-9.8(3) = -29.4m/ s.

Obsérvese que el signo negativo del resultado, indica que la pelota se mueve
hacia abajo, que es la direccidn contraria a la positiva.

2) Un globo aerostatico sube verticalmente. A las t horas su distancia s de
la tierra, medida en kildbmetros esta dada por la férmula s(¢) =9¢ —3¢°.

a) ¢Cual seréa la velocidad instantanea del globo en la primera hora?
b) ¢Cual sera la velocidad instantanea del globo en la segunda
hora?

Respuesta:

Sabemos que la velocidad instantanea esta representada por

f(tl +At)_f(tl)
A

t

)= i

0 Su equivalente

+ —_
V()= ms(“ AAf) @)

f() =9 -3’
y o[t + D) =9t + ) =31, + 21,08 + Ar?)
=9¢, +9Ar = 3t,> — 61, — 301

Luego:

(9, + 90t =3t — 61,0t =307 ) — (9, —3,%)
A

_ iy 20 90 - 3t — 61,0t —=30¢% =9t + 3¢
Vet A,

. 9Nt —6t,At =308
= lim = lim

At -0 At At -0 .

= lim(9 - 64, =34) =961,

@)= im

AH9 - 6t, =301

Por lo tanto la velocidad instantanea en la primera hora es:
v(1) =9-6(1) =3km/h
y la velocidad instantanea en la segunda hora es:



W(2) =9-6(2) = =3km/h

Observemos que el resultado fue negativo y esto indica que el globo al cumplir
2 horas de vuelo ya va hacia abajo.

El problema de las tangentes

El problema de encontrar tangentes a curvas ha ocupado el interés de muchas
personas a lo largo de la historia matematica y se han ideado numerosos
meétodos para construir tangentes a ciertas curvas especiales. Como ejemplos,
los antiguos gedmetras griegos idearos métodos para construir rectas
tangentes a curvas como la circunferencia, la parabola, la elipse, etc., pero fue
hasta el siglo XVII, cuando personajes como Newton y Leibniz descubrieron
una herramienta general que puede ser utilizada para obtener la recta tangente
a cualquier curva en un punto. Y es precisamente dicho proceso del que nos
ocuparemos en seguida.

Supongamos que f(x) es una funcidén continua en x=yx . Ahora nuestro
problema consiste en obtener la pendiente de la recta tangente a f(x) en el

punto A(x,, f(x,)). Y

f(x1)

»

Primero se considera un punto’duxiliar B(x,, f(x2)) y se obtiene la pendiente de
la recta que pasa por los puntos Ay B. Una descripcién geométrica es:

f(x2)
f(x1)

\4
X

X1 X2
La pendiente de la recta que pasa por los puntos Ay B es:
= @)= f(x)

Xy, X

al realizar el cambio de variable Ax=x, —-x, = x,=x,+M&x =



S(Bx+x) - f(x)
Ax

si tomamos puntos auxiliares B’, B”, B™”, etc., que se aproximan al punto Ay al
trazar las lineas que pasan por Ay B, Ay B”, Ay B, como se muestra en la
figura siguiente:

o
f(x2) \//44/3
o) | AT

7 f(x)

v
X

):(1 X2

Observemos que las pendientes de las rectas, a medi  da que se aproximan
mas al punto A , tienden al valor de la pendiente de la recta tangente a la curva
en el punto A. Al tomar los puntos B, B’, B”, B, la abscisa x, se aproxima a Xi,
como Ax=x,—x, implica que Ax tiende a cero. Lo anterior muestra un
mecanismo para calcular el valor de la pendiente de la recta tangente a una
curva en un punto arbitrario, ahora generalizaremos este proceso a través de la
siguiente definicion:

Definicion. Supongamos que f es una funcion continua en X;, entonces la
pendiente de la recta tangente a la gréfica de f en el punto A(xy,f(x1)) es
denotada por m(x,) y esta dada por:
S +Ax) - f(x)

Ax

m(x) = lim

si dicho limite existe.

7.3. Definicion de la derivada de una funcion
Definicion. La derivada de la funcién f(x) se denota por f (x) o por dj;(x),
X

para cualquier numero x en el dominio de la funcién se define por:

oy = e LAY~ f(X)
J (x) = lim A

Si el limite existe.



Observemos que la velocidad instantanea y la pendiente de la recta tangente a
una curva en un punto, es lo mismo que la derivada de la funcion evaluada en
dicho punto.

Es comun que en los libros de texto se utilice la igualdad Ax =14, y al realizar
esta sustitucion, llegamos a que la derivada de una funcion se representa por

fx+h) - f(x)
h

[ (x) =lim

y esta es la notacion que se utilizara en el transcurso del texto.

7.4. Derivacion de funciones utilizando la definicié n
Ejemplos

Obtenga la derivada de cada funcione, utilizando la definicion.

1) f(x)=x"

Al utilizar la definicion sabemos que la derivada de la funcion es:

N = X R) — f(X)
J (x)=lim P
(xR X X H2xh+ R -X
=lim = lim
h=0 h h-0 h

2
e 2XhER L hQx+h)

=1 im(2x + h)
h-0 h h-0 h h-0

=2x

O f'(x) =2x

2) f(x)=x"+2x



oy i SR~ f(X)
J (x) =lim .
(xR +2(x+h) - (x7 +2x)
= lim h
-1 x> +2xh+h* +2x+2h— x> —2x)
~ i h
2
i 22 POXERAD) i+ h+2)
h=0 h h=0 h h=0
=2x+2
O f(x)=2x+2
3) f(x)=2x" +3x+5
oy i S HR) — f(X)
S (x) =lim .
_ 20x+h)’ +3(x+h)+5-(2x" +3x+5)
s h
i 2(x* +2xh+h*)+3x+3h+5-2x" -3x -5
i h
i 2x% +4xh+2h* +3x+3h+5-2x> -3x-5
i h
. Axh+2h* +3h _ .. h(4x+2h+3)
=lim =lim——
h=0 h h=0 h
:Eling(4x+2h+3)=4x+3
O f(x)=4x+3
4) f(x)=x
oy m i SR~ f(X)
J (x)=lim P
L (xR -X . X A3XhA3xR AR X
=lim =lim
h-0 h h-0 h
. 3xXPhH3xkP+ R h(3x® +3xh+h*)
=lim =lim
h=0 h h=0 h

= ;ling(3x2 +3xh+h’) =3x"

O f(x)=3x"



5) f(x)=x"+4x

oy SR~ f(X)
J (x) =lim P
_ (x+h) +4(x+h)— (X’ +4x)
~ i h
i X +3xX°h+3xh’ +h +4x+4h—x —4x
~ i h
L 3XPhH3xh AR +4h . h(3XT +3xh+h +4)
=lim =lim
0 h h-0 h

li
h—
= lim mQ3x® +3xh+h* +4)=3x" +4

O f'(x)=3x2 +4

6) f(x)=-/x
fu+m—fu)
%ﬁf Jx

() )
)

IS

f(x)= lim

hq

i) e
_%’m"lh(x/xThh/_) m(mwﬂ

1 1

:(JE+J})_2J}

Df%m:5§;



7) f(x)=-/8x—

£ @ =lm G hz - /()
. 8x+8h-7-8x-7
_hlflg h
(J3x+8h—7—JSx—7)(J8x+8h—7+J8x—7)
=lim
o h(\8x+8h =7 +8x=7)
iy (\/SX"'Sh )—( ) 8x +8h—-T7-8x+7
=lim = lim
O p(VBx+8h =7 +\Bx=7) O n(\Bx+8h=T7 +8x=7)
= lim 8h =lim i
0 (VBx+ 8 =7 +\Bx=7) - (J8x+8h 7+8x=7)
8 1

) (\/Sx—7 +\/8x—7) B 2V8x =7

v f(xrh) = f(x)
f(x)—%zl{r(} .
. 8x+8h—-7—+/8x-7
~ i h
) (VBx+87=7 ~8x=7)(Vex +81 =7 +/8x~7)
= lim
-0 h(x/8x+8h—7+\/8x—7)
2
. (V8x+8h‘7) ‘( ) i 8x*+8h-7-8x+7
- (x/8x+8h 7 +/8x -7 ) =0 p («/8x+8h 7 +/8x - 7)
= lim 8h = lim 8
’“Oh(\/8x+8h—7+\/8x—7) - (\/8x+8h 7 +/8x - 7)
8 o

) (JSx—7 +J8x—7) 28x-7

1

Ak 28x =17

7.5. Férmulas de derivacion y su utilizacion para d  erivar funciones de
todo tipo .



Formulas basicas de derivacion

1) (¢)'=0 2) (ex)'=c

3) [cu]’=cﬂt' 4) (x” ) = nx""

5) (u”) =nu"" @' 6) uxtv)' =u'ty'

N wd) =ul'+va 8) (ﬁj :M
v v

Cuando ¢ es una constante, "u" y "v" son funciones que dependen
de la variable x.

Ejemplos.

Obtenga la derivada de las funciones que se dan, utilizando las formulas de

derivacion.
=10 =5x =x’ =7x°
1))/' 2))" 3)yx 4)y x4
y'= y'=5 y'=3x" y'=35x

5) y=2x*-6x>+3x-9
y'=8x" —12x+3

= % =8x7 = p'=-8x7"' =87 =——
X X

6)

-2

y

) y=e =(x) = yEi(a) = i) =2k

2
En estos siete ejemplos se usaron las formulas 1, 2, 3, 4y 6.

En los ejemplos 8, 9y 10, se usara la férmula 5.
8) y= (2x + 3)4
Siu=2x+3 = u'=

0 y'=4(u)” @'=4(2x+3)"(2) =8(2x+3)’

9) y=+1-3x



1
Siu=1-3x = u'=-3 y sabiendoque y=+1-3x=u?
I, 1 L 3 1 3
2 N=—(1-3x) 2(3)=—-——[4 = -
(u) (M) 2( x) ( ) 7 (1_3x)% Zm

=1
2

10) y = %/(4)62 - 7)2
Siu=4x’-7 = u'=8x y sabiendoque y :.3/(4x2 —7)2 = (u)g

2, \21 20, 2 -\ 2 8x 16x
U y'==(u) (u')==(4x"-7)3(8)==0 =

En los ejemplos 11y 12 se usa la formula 7.

11) y=(x*-1)(2x* +3)
u=x"-1y v=2x"+3 = u'=2x y v'=6x’
O y'=ul+vi'=(x" -1)(6x?) + (22" +3)(2x)

=6x* —6x* +4x* +6x =10x* —6x* +6x

12) y= (1 - x)3 (Sx + 1)4

u=(1—x)3 y v=(5x+1) = u'=3(1—x)2(—1)=—3(1—x)
y v'=4(5x+1) (5) =20(5x +1)’

2

0y =ul+ v =(1-x) 20(Sx+1) +(5x+1)'[ -3(1-x) |

=20(1-x) (5x+1)" =3(5x+1)" (1-x)°

En los ejemplos 13y 14 se usa la férmula 8.
_4x+10

~ 2x-9

u=4x+10 y v=2x-9 = u'=4 y v'=
vi'-u®'_ (2x-9)(4) - (4x+10)(2)
v? B (2)6—9)2
_8x—36-8x-20 _ 56

13) y

g y'=

(2x-9)° (2x-9)°




Jx
Vx? +1

u=\/; y v=Axt+l = u'=%(x)_;=

14) y=

1

2/x
1
2 — X
y vi=—|x"+1)2(2x)=
1) 22) =
B y,_v@‘—uﬁf'_ 2Jx X2 +1
2

D\/xz +1 x\/;
2/x Vx? +1

x*+1

Derivacion de funciones exponenciales
Las férmulas que utilizaremos para obtener la derivada de las funciones
exponenciales y =e" y y=a" son:

y'=e" ' y y=a"Unald'

en donde a >0.

Ejemplos
Obtenga la derivada de las funciones que se indican.

3x+5

1) y=e
y|: e3x+5 m3x+5)v: e3x+5 B - 3e3x+5

2) y=e'"

— x'48 3 _ xX°+8 2 _q.2 x*+8
y'=e" T x’ +8)=e" " Bx’ =3x’e" "

3) y 262x6+2x—7

y'= 62x6+2x—7 m2x6 +2x — 7).: 62x6+2x—7 m12x5 + 2) — (12x5 + 2)62x(’+2x—7



5) y:e 9x-1
ﬁ( ) Joxi| 1 - 1 Joxt
= 9x—1) = Z(9x-1) 2(9x-1)' | = 9)e !
y (2( ) 2( )j 2m( )
-9 e
2-/9x -1
6) y=el'”
. 1 .
Y=l (x/x2 —5) = l(x2 -5) 2(x* -9) = (2x)em
2 24/x* =5
= 2x e x2-5 = X e x2-5
2/x* =5 x> =5
4
7) y=e™
ES LA+ 1)0) — KN
y:eﬁ{‘4 j:eﬁq(x D@)Z“D g 42
x+1 (x+1) (x+1)
__ 4 o
(x+1)°
2x
8) y= eSx—9
y:eil( 2x:):e;; (3x=9)(2) - 2x(3) :e;; 6x—18 - 6x
3x-9 (3x-9) (3x-9)’
2x
- — 18 @3x—9
(3x-9)°

9) y=-le* +x’ —4x = (e" +x° —4x)1/ ’
y'= %(e)c +x° —4x)_1/ (e +x7 —4x)= %(ex +x° —4x)_l/ “(e" +2x—4)

42x-4)

= 1 [ﬁe
2-Je* +x? —4x



10) y = 53x+8
En esteejemplola a=5 y wu=3x+8. Luego:
»'= 5% (5 [3x +8)'= 5" [In5(3) = 3In 5 (f5****)

11) y =10""
a=10 y u=1-x’. Luego:
y'=10" On10 [l - x*)'
=10 On10@G-2x)'
- —2x1n10[Q101"‘2)

12) y =7">"
Como a=7 y u=+2x+3
' =755 7 V25 +3)

=75 [ 7 [—ll—(2x+3)_%(2x+3)'

=7 mrd— L)
2 (2x +3)/
— 2\2x+3
=7 g2
242x+3
_ In7 [QT/m)
N2x+3

Derivadas de las funciones logaritmicas

La férmula que utilizaremos para obtener la derivada de la funcién logaritmo
natural ¥y =Ilnu es:

y'=(nu)' 2151'
u

Ejemplos
Obtenga la derivada de las funciones que se dan:

1) y =In(2x +4)

(x+4) =L (2)=_ >

2x+4 2x+4 2x+4
2) y=In(x*-1)

y'=



3) y =In(3x*> — 6x +5)
1

6x—-6
= (3x*-6x+5))=———(6x—-6) =—————
4 3x2—6x+5( ) 3x2—6x+5( ) 3x2 —6x+5
4) y=In(1-x* +2x°)
1 1 -2x + 6x7
= (1-x* 42X ) = ————(2x+6x* | = ———
Y 1—x2+2x3( ) 1—x2+2x3( ) 1-x*+2x°

5) y =In(Inx)

et =i (1)

nx Inx\ x xlnx

Observacion. Cuando sea necesario derivar funciones en donde aparezca el
logaritmo de un producto, de un cociente o de una expresion elevada a una
potencia. Se sugiere utilizar las propiedades del logaritmo; estas propiedades
son:

1) In(abd)=Ina+Inb
2) h{ﬁj =Ina—-Inb
b
3) Ina" =rlna
En las funciones siguientes, primero se aplicaran las propiedades que
correspondan de los logaritmos y posteriormente se obtendra la derivada de las
funciones.

6) » = In[(3x +1)(2x - 4)]

y=In(3x+1)+In(2x —4) prop. 1

3x+1)'+
3x+1( / 2x-4

L3yt 2

3x+1 2x-4
3 2

+

3x+1 2x-4

7) y=I|(x* +1)(x* +2)|

y'= (2x=4)’




y= 11’1()C2 + 1) + 11’1()C3 + 2) prop. 1

1 1
'= X +1)' + x> +2
g x2+1( ) X +2( )

(2 )+
x*+1
2x 3)62
= 4+ -
X+l X +2

1-2x
8) y=In
)y (3x+1]

=In(1-2x)—In(3x +1) prop. 2

2(3x2)

1 1
= o2y ey
y = = 2( x) 3x+1(x )
1
= _2 — 3
1—2x( / 3x+1()

2 3
1-2x 3x+1

y =In(x* +x) —In(3x* —=7) prop. 2

1 ) 1 ,
! = 69 +x'_ 3x _7'
y x2+x( ) 3x2_7( )
1
= x— 6x
X +x ( ) 7( )
2x 6x

X +x 3x*-7

10) yzlnmzln(l—x—)f)%

_ 1 a2
—m(l 3x7)

S k-
2-2x-2x



11) y =In-[(4x +3)x* +5) = In|(dx +3)(x* +5)]2

y= % On | (4x +3)(x" +5)| prop. 3

¥ =%D]n(4x+3)+%[]]n(x4 +5) prop. 1

N S BV
y=—O——(4x+3)'+ 2G)m(x +5)

S S AW S
Sy s ()

4, 4x’
8x+6 2x*+10

1 1-x V3
12) y = 1In;
(2x+10j (2x+10j

2 -X
—n rop. 3
Y= 3 (2 10) prop

y=§[|]n(l—x)—§[l]n(2x+10) prop. 2

y_

yv :z[_ll_(l —x)'—gg;(2x+10)'

3 1-x 2x+10
2 N2
_3(l—x)( 1 3(2x+10)(2)

2 4

Y T3 3% 6x+30

a (2x-5)’Bx-1)’

(4x+9)*
y=In(2x —-5)’(Bx—1)> —In(4x +9)* prop. 2
y=In(2x -5)’ +In(3x —1)* —In(4x +9)* prop. 1
y=3In2x-5)+2In(3x —-1) —4In(4x+9) prop. 3

y'=3 3—1 (2x—=5)'+2 3—1 (Bx-1)'-4 ]—1 (4x+9)'
2x -5 3x—-1 4x+9

13) y =1

y'=3[—|1—(2)+2[-)1—(3)—4[-|1—(4)
2x-=5 3x-1 4x+9

6 + 6 : 16
2x=5 3x-1 4x+9

y




Formulas para derivar las funciones trigonométricas

1) (senu)' =cosu ' 2) (cosu)' = —senu '
3) (tanu)' =sec’ u (&' 4) (cotu)'=—csc’u '
5) (secu)'=secutanu [i' 6) (cscu)' =—scscucotu [’
7) [arc(senu)] = il 8) [arc(cosu)] = - u
1-u’ 1-u’
9) [arc(tan)] = fuz 10) [arc(eotu)] ==

u; 12) [arc(cscu)]' =-

ul
|u| u —1 |u|\/u2—1

En donde "u" es una funcién que depende de la variable "x".

11) [arc(sec u)]' =

Ejemplos
Obtenga la derivada de las funciones siguientes:

1) y =sen(3x)
Como u=3x y u'=3,entonces:

y'=cos(3x) 3 =3 [¢tos(3x)
2) y =cos(x?)
Como u=x> y u'=2x,entonces:

y'=—sen(x*)2x =2x [E—sen(x2 )} = —2xsen(x?)
3) y =tan(4x’ +2x)

u=4x’+2x y u'=12x*+2, entonces:

y'=sec’ (4x’ +2x)[{12x* +2)

= (12x* +2) Bec’ (4x° +2x)

4) y =cot(e”)
u=e" y u'=e", entonces:



y'=—csc’(e) &
=—¢" [Esc’(e")

5) y =sec(senx)
u=senx y u'=cosx,entonces:

' =sec(senx) Han(senx) L¢os x

= cos x [Sec(senx) [fan(senx)

6) y =csc(tanx)
u=tanx y u'=sec’x,entonces:

y' = —csc(tan x) [Got(tanx) Bec” x

= —sec’ x [&s c(tan x) [Got(tanx) [

2x+3
7 =sen
)y (6)6‘7)
=2x+3 ,:(6x—7)E2—(2x+3)E6:12x—14—12x—18: =32
6x =7 (6)c—7)2 (6)c—7)2 (6x—7)2
Entonces:
L (2x+3j =32
y'=cos >
6x—7) \(6x—7)
__ 32 2@08(2x+3j
(6x—=17) 6x —7

8) y =tan(3x +9) Bec(x’ +2)
Al utilizar la derivada de un producto y las férmulas de las derivadas
trigonométricas, llegamos a lo siguiente:
y'=tan(3x +9) Eﬁsec(x5 +2)Oan(x’ +2) E‘qu +sec(x’ +2) [sec2 (3x+9) B]
=5x* Ban(3x +9) Bec(x’ +2) Man(x’ +2) 33sec(x’ +2)sec’ (3x +9)

Se utiliza la derivada de un cociente y las férmulas de las derivadas

trigonométricas:



_ cox (2x) [2cos (2x) —sen (2x) [—2sen (2x)]
[cos (2x):|2
_ 2cos” (2x) + 2sen’ (2x) 2[0052 (2x) + sen’ (2x)}

[cos (2x)]2 [cos(2x):|2

= 2(D) = 2 =2[sec(2x)]" = 2sec? (2x
|:cos(2x):|2 |:cos(2x):|2 2[ (2 ):I ? (2 )
Sen(2x)

Observemos que y =

cos(23) =tan2x = y'=sec’(2x)[2=2sec’(2x).

_sen (3x)
10) v = cos(Sx)
_cos (Sx) 3 cos (3x) —sen (3x) EE—Ssen (Sx)]
[cos(Sx)]2
_ 3cos (Sx) [¢os (3x) + Ssen (3x) L$en (Sx)
[cos(Sx)]2
_ tan(x?)
)= sec(7x)
b= sec(7x) Bec® (x*) (2x — tan(x* ) Bec(7x) tan (7x) 7

|:sec (7x):|2
_ 2xsec(7x) Bec’ (x*) = 7 tan(x*) Bec(7x) Han (7x)
) |:sec(7x):|2
_sec (7x) [2x sec’(x*) — 7 tan(x”) (an (7x)]
) |:sec(7x):|2
_ 2xsec’(x*) =7 tan(x”) Han (7x)
sec (7x)

12) y = sen’ (4x)

En este ejemplo aparece una funcion de la forma u" y cuya derivada es

(u”) =nu"" . Luego: u=sen(4x) = u'=cos(4x)@=4cos(4x). Por lo
tanto:

y'=3sen’ (4x).4cos(4x) = 12sen” (4x) [Bos (4x)



13) f(x) = tan’ (6x +9)

Nuevamente aparece una funcion de la forma " y cuya derivada es
(«") =mu™ @' Luego: u=tan(6x+9) = u'=sec’(6x+9)[6=6sec’(6x+9).
Por lo tanto:

y'=5tan* (6x +9) [Hsec’ (6x +9)
=30tan* (6x +9) [Hsec’ (6x +9)

14) y =sec*(cotx)

En este ejemplo u =sec(cotx) = u'=sec(cotx)dan(cotx)(—csc’>x). Por lo
tanto:

y' = 4sec’ (cot x) [$ec(cot x) tan(cot x)(—csc” x)

= —4sec’ (cot x) Bec(cot x) tan(cot x) [dsc” x

A continuacion se dan ejemplos sobre la derivada de funciones inversas:

15) y =arc(sen3x)
Como u=3x = u'=3.Luego:

a3 .3
J1-Gx)? 1-9x°

16) y = arc(cosx’)

u=x = u'=3x".Luego:

3x? 3x?

Y :_\/1_(x2)2 - \/1_x4

17) y = arc[tan(5x+8)]
u=5x+8 = u'=5.Luego:



_ 5 _ 5 _ 5
T 14+(5x+8)%  1+25x +80x+64  25x° +80x +65

y

18) y = arc[cot(e")]
u=e* = u'=e".Luego:

X X

—— e —_ e
y_ - 2x

1+(e")2 I+e

19) y = arc(sec6x”)
u=6x" = u'=24x". Luego:

= 24x° 24yt
6x*\J(6x*) =1  36x* -1

20) y =arc(sece’ ™)
u=e"7? = u'=9e"". Luego:
9e9x—2 9e9x—2

y_ =

e‘)x—Z (e‘)x—Z )2 _ 1 e‘)x—Z 18x—4 __ 1

e

21) f(x) = arc(cscx)

(— 1
u=\/;=xl/2 = uyu'=—x2?= . Luego:
2 2Wx J
b b
i 2/x _2x 1

YT (\/;)w/(\/;)z—l ) (\/;) x—1 __Zx\/ﬁ

22) f(x)= arcsen(4x — 2)
Tx

+1
_4x-2 (T D@ -(4x-2)(7) _28x+4-28x+14 18
Tx+1 (7x +1)° (7x +1)° (Tx+1)*
Luego:
18
o (Ix+1)?r 18

2 2
1_(4x 2) (Tx +1)’ 1_(4x 2)
Tx+1 Tx+1



Ejemplos en donde se deriva una funcién elevadaa o  tra funciéon
23) y = (senx)x

Para derivar este tipo de funciones, se aplicara el logaritmo natural en
ambos lados de la funcion y se utiliza la tercera propiedad del logaritmo

natural.
Iny =In(senx)", se utiliza la propiedad 3 del logaritmo natural.

Iny=x EI]n(senx), a continuacion se obtiene la derivada en ambos lados:

1 O'=x Ell—cosx + ln(senx)
v senx

y'= y[x E—Il—cosx + ln(senx)}
senx

y'= (senx)x [xcosx +In (senx)}
senx

y'=(senx)" [ xcotx +In(senx)]

24) y = (tan x)ﬁ
Se aplica el logaritmo natural en ambos lados de la funcién.

Iny =In(tan x)&, se utiliza la propiedad 3 del logaritmo natural.

lny=\/;[]]n(tanx), a continuacion se obtiene la derivada en ambos
lados:

—@ \/_E-I—sec x+1n(tanx)[—|1—

y tan x 2\/;
1
=y VrE— +1In(t
y y{ anxsecx n(anx 2\/;
1 t
o o)
tan x

7.6. Regla de la Cadena

En varios de los ejemplos trabajados con anterioridad, se utiliz6 de manera
implicita la regla de la cadena. En esta seccion se le dara formalidad a la Regla
de la Cadena y se vera que la idea esencial es la misma que la ya trabajada.



Regla de la Cadena. Si u y v son funciones derivables y si y=uov es la
funcién composicion definida por y(x) =u[v(x)], entonces "y" es derivable y
su derivada se representa como

y'(x)=u[v(x)]5"(x)

Ejemplos

Obtenga la derivada de las funciones que se dan, utilizando la regla de la
cadena.

1) y=sen (cos x)
v(x) =senx = Vv'(x)=cosx

y'=cos (senx) [¢os x

2) y= tan(ez")

vix)=e”* = v'(x)=2e"

y' =sec’ (ez”‘) e =2 sec’ (ez")
3) y= sec(ln x)

v(x)=lnx = v(x)=1

y'=sec (ln x) tan (ln x) (%) =1sec (ln x) tan (ln x)

4) y=cos’ (e")
vix)=e* = vix)=e€'

y'=3cos’ (ex) Eﬁ—sen(ex)] [&° = -3e" cos’ (e”‘)sen(ex)

7.7. Derivadas de funciones implicitas

Recordemos que las funciones implicitas son aquellas en las que las variables
"x" yla "y" se encuentran mezcladas, es decir, la variable "y" no se iguala

con expresiones en las que interviene solo la variable "x". Para derivar dichas
funciones se utiliza la derivacion implicita. Esta consiste en derivar ambos
miembros de la ecuacion con respecto a "x", posteriormente se despeja " y' ".

Ejemplos
Obtenga la derivada de las funciones implicitas que se dan:

1) x> +y° =1



2) 2x*y* +xy =3x
2x° Ry D'+y’ Bx+xG'+y=3
2y '+ x3'=3-4x"y—4xy> -y
y'(2y+x) =3-4x’y—4xy’ -y

1

_ 3)—4xzy—4)cy2 -y

2y+x

3) (2x+3y)2 =x+y
2(2x+3y)(2+3y
(4x+6y)(2+3y")=1+y"
x+12xy'+12y +18yy'=1+y'
12xy'+18yy'=y'=1-8x—-12y
y'(12x+18y-1)=1-8x—-12y
,_ 1-8x-12y
Y T 2k +18y -1

:1+y'

)
)

4) xJ1+2y =x +y°

1

x(1+2y)2 =x*+y

3

1

xEI;—(1+2y)_2 (2»") +(1+2y)% =3x" +3y°y"

24 -3y°y'=3x" - 1+2y

JI+2y
X
' =3y% |=3x7 —1+2
L3t —1+2y
yE—F o
J1+2y g

5) sen(x+y) =y’ tanx



cos(x+y)(1+y') =" sec’ x + tanx [2yy'
cos(x+y)+y'cos(x+y)=2yy'tanx = y* sec’ x
y'(cos(x+y) —2ytanx) =y sec’ x —cos(x +y)

. y*sec’ x—cos(x+y)

cos(x+y) —2ytanx

6) e¥ =In (xy)

1
e” (xy'+y)=—(w'+y)

Xy
. ooy 1
xy'e” +ye? =—+—
y X
"Xy y' — 1 Xy
xy'e? ——=—-ye
y X
1 1
y'(xexy ——j:——ye”‘y
y X
1
7—yeXy
yv: X
xe/‘)’_

7.8. Derivadas de orden superior

Se sabe que si la funciébn f(x) es una funcion derivable, su derivada la
podemos representar por  f'(x). Ahora si la funcion f'(x) se deriva

nuevamente, dicha derivada se representa como: [ f '(x)]': f"(x) a esta

funcién se le llama Segunda Derivada de f(x). De igual forma la funcion 1 "(x)
es la tercera derivada de f(x).

Ejemplos.
1) si f(x)=xsenx. Obtenga e interprete 1 "(x).

Usando la derivada de un producto, obtenemos:
f'(x) = x(senx) '+ Senx(x)' =xcosx +senx Yy

f"(x) = x(—senx) +Ccosx = —xsenx + cos x

Las graficas de las funciones f(x), f'(x) y f"(x) son:

14

13 . f"(x.)

2

N7aS




2)

Se puede interpretar f"(x) como la pendiente de la curva y = f'(x) en
el punto (x,f'(x)). Dicho de otra forma, es la razén de cambio de la

pendiente de la curva original y = f(x). En general se puede interpretar
la segunda derivada como la razén de cambio de una razén de cambio.
El ejemplo méas conocido de esto es la aceleracion que se define como
sigue. Si s = S(t) es la funcidn de posicién de un objeto que se mueve en

linea recta, se sabe que su primera derivada indica la velocidad v(t) del
objeto como una funcién del tiempo:

v(e)=s'()
La razon instantanea de cambio de la velocidad con respecto al tiempo
se llama aceleracion g(t) del objeto. De esta forma, la funcion

aceleracion es la derivada de la funcion velocidad y, por tanto, es la
segunda derivada de la funcion de posicion:

a(t) :v'(t) = s"(t)

Supoéngase que la funcion s =¢ —4¢ +7t, describe la posicion de una
particula donde "t" se mide en segundosy "s" se mide en metros.

a) Obtenga la aceleracion en el instante "¢". Obtenga la aceleracién
a los 5 segundos.

b) Grafique la posicién de la particula, la velocidad y la aceleracién.

Respuesta:

a) Al derivar la funciéon s = f(t) =t —4¢ +7t, se obtiene la velocidad,
es decir: v(t)=s'(¢)=3¢ -8t +7. Y la aceleracion es la derivada
de la funcion velocidad:

a(t)=v'(t)=6t-8
A los 5 segundos la aceleracion es:
a(5)=6(5)-8=30-8=22m/s’



b) Las graficas de las funciones s, v y a, se dan a continuacion:

A

115

r18

v

3) Si f(x =4x* -2x’ +2x* —x+3.Obtenga: ', " y [f".

f"(x)=48x* —12x +4
f"(x)=96x~-12

4) Si f(x)=¢*.Obtenga: f.

5) Si f(x = senx . Obtenga: f(lo) :
f'(x) =cosx f"(x) = —senx
f'"(x) =-cosx f(4) (x) = senx
f(s) (x) =cosx f(s) (x) = —senx
f(7) (x) = -—cosx f(g) (x) = senx
f(g) (x) =cosx f(lo) (x) = —senx

7.9. Ejercicios

I) Obtenga la derivada de las funciones por medio de la definicion.

1) f(x)=2x" 2) f(x)=3x"-7



3) f(x)=x>-3x-1 4) f(x)=9x> -5x+4

5 f(x)=x"-1 6) f(x)=2x"-8
7) f(x)=x"—2x+3 8) f(x)=-+/x-3
9) f(x)=~3x+4 10) f(x)=~2-7x°
11) ()= 12) f(x)=—
_x _x+2
_3 _ 7
13) f(x)—4x 14) f(x) 6x—10
11 _2x-2
15) f(x)—s_x 16) f(X)—.%C+2

II) Obtenga la derivada de las funciones que se dan:

1. f(x)=10x 2. f(x)=5x
3. f(x)=6x"-3x"+4x-2 4. f(x)=7x"+x°-3x +8x-1
5. f(x)=— 6. f()=
L R 8. f(=x
X X
9. f(x)=* 10. f(x)=2Jx +33Yx+44x
1 3 15
11. = 12. PR S
S(x) N S(x) R
13. y=(2x-3) 14. y:(g—xz)lo
15. y=/(4x-7)’ 16. y=3(x* +5x)
17. y=(x* -1)(2x -5) 18. y=(x-1)’ (2x+1)’

19. y=+/x (4x-1)’ 20. y:x/xT{S(l—xz)z}



21.

23.

25.

27.

29.

31.

33.

35.

37.

39.

41.

43.

45.

47.

49.

51.

yZln(x2 +1)

y=In’ (5x —4)

y=In[(4x+1)(2x-7)]

y - lslnx
y= sen(3x2 -16)

y = sen’ (x+1)

y =tan’ (cot x
(cotx)

22.

24. y

26.

28.

30.

32.

38.

40.

42.

44,
46.

48.
50.

52.

y - 10x2+2x—1
y =sen(7x+11)
y = sen(cos x)

y=tan(1—x—x2)

y =secxtanx



53. y=sen’x+cos’ x 54. y =cscxsecx

g o losenx 56. y =sec’(csc2x)
' tan x
57. y=x" 58. y=x""
59. y= (COS x)tanx 60. y= (SCC x)\/;
_ senx\1-cos” x _sec” xv/sen’x +1
61 y = > 62 y= 2
tan” x cos” x [dot x

[II) Obtenga la derivada de las funciones implicitas que se dan:

1. x2y3+3xy=x4+y4 2. 2x4y—4x2y2:xy+3
+
3. =22 4. X =4y
x—3y xX=y
5. (x+2y) =(x-y) =x'+)’ 6. Vx+y=4
7. x3y-2+pJ2x+1=0 8. (2x+3)" =4y —2x%y
Vo= X
9. x"=y 10. sen(£]+cos(£]=0
y y
11. senxcoty—4tany = senx
4 4 12. sec[£J+csc(ij:10
Yy Yy

IV) Obtenga la derivada de orden superior que se indican en cada caso.

1. y=x"+2x* -2x-6. y" 2. y=2x"—x* +2x +8. y".
3. y=L1 0 4. y=x+1. O
X
= (4)
5. y=e*. YW, 6.y:%. .
e
7. y=Inx. y(s). 8. y =cosux. y(ls).

9. y =tanux. y" 10. y =secx. y"



UNIDAD 8

APLICACIONES DE LA
DERIVADA

OBJETIVOS ESPECIFICOS.

Al término de la unidad, el alumno seré capaz de:

¢  Utilizar el concepto de la derivada para obtener la ecuacion
de la recta tangente y la ecuaciéon de la recta normal a una
curva en un punto.

Utilizar la derivada para obtener los intervalos en donde una
funcion es creciente o decreciente.

Aplicar la derivada para obtener los puntos maximos,
minimos y de inflexiobn. Asi como las concavidades y usara
esta informacién para graficar una funcion.

Evaluar limites por medio de la regla de L’Hospital.

Plantear y resolver problemas usando la derivada de una
funcion.

v
X

y=rf(x)



8) APLICACIONES DE
LA DERIVADA

8.1. Rectas tangentes y rectas normales

Antes de iniciar con ejemplos en donde se obtenga la ecuacién de la recta
tangente y la ecuacion de la recta normal a una curva en un punto. Se recuerda

que:

» Laecuacion de una recta dado un punto y su pendiente es
Y=y =m(x—x)

e Las rectas perpendiculares son aquellas en las que el producto se sus
pendientes es igual a —1; es decir, si l; y |, son rectas perpendiculares y
m1 Yy M son sus pendientes, entonces

1
m,Un, =-1 o mlz—m—
2

Observemos que las pendientes en las rectas perpendiculares son
negativamente reciprocas.

» Las rectas tangentes y las rectas normales son perpendiculares.

* La pendiente de una recta tangente a la curva f(x) en el punto
(xl,f(xl)) , €s la derivada de la funcion evaluada en dicho punto.

Ejemplos.

Encuentre la ecuacion de la recta tangente y de la recta normal a la curva en el
punto indicado.



1) f(x)=x* en el punto A(1,1).

En primer lugar se traza un bosquejo geométrico de la curva y las rectas
tangente y normal a la curva el punto A(1,1).

Y

A

Recta tangente

> X
1
\ Recta normal

Para obtener la pendiente de la recta tangente se deriva la funcién
f(x)=x"y se evalta el punto indicado.

f(x)=x

m(x) = f'(x%)=2x

al sustituir en el punto A(1,1), obtenemos que:

m(x;)=m()=2(1)=2

luego la recta tangente tiene pendiente 2 y pasa por el punto A(1,1). Al
sustituir en la ecuacion y —y, =m(x —x,), se obtiene:

y=1=2(x-1)
y—1=2x-2
—2x+y+1=0

Para la recta normal m=—; y el punto es A(1,1). Nuevamente

sustituimos en la ecuacion y —y, =m(x —x,) Yy Se obtiene:

y=1==(x-1)
2(y-D==(x-1
2y-2=-x+1

x+2y-3=0




2) f(x)=-/x en el punto B(4,2).

Se inicia nuevamente con una interpretacion geométrica en la que se
muestra la curva, la recta tangente y la recta normal.

Y
A
Recta normal
Recta tangente
B
2
—
> X
0 4 \

De nueva cuenta, para obtener la pendiente de la recta tangente se
deriva la funcién f(x) =Jx y se evalta el punto indicado.

m) = f(x) =050 = = )= =

2[x 204 4
luego la recta tangente tiene pendiente 411 y pasa por el punto B(4,2). Al
sustituir en la ecuacion y —y, =m(x —x,), se obtiene:
1
-2=—(x—-4
y 4( )
4(y-2)=x—-4

4y-8=x-4
—x+4y-4=0

Para la recta normal m=-4 y el punto es B(4,2). Nuevamente
sustituimos en la ecuacion y —y, =m(x —x,) y se obtiene:
y—2=-4(x-4)
y—2=-4x+16
4x+y-18=0




3) f(x) =)1€ en el punto C(z,;j.

En primer lugar se muestra una grafica ilustrativa.

»
»

Recta normal

v
X

Recta tangente

Nuevamente se utiliza el mismo proceso; es decir:

n(&)=(—0xf :_;F

al sustituir en el punto C(z,;j, obtenemos que:

() =m2) = -,

luego la recta tangente tiene pendiente —1 y pasa por el punto C(z,;j.

Al sustituir en la ecuacion y —y, =m(x —x,), Se obtiene:

1 1
y= ==, G2
{?—lj:%x—n
2
4y-2=-x+2
x+4y-4=0

Para la recta normal m=4 y el punto es C(z,;j. Nuevamente

sustituimos en la ecuacion y -y, =m(x —x,) y Se obtiene:



1
-—=4(x-2
yo5=4x2)
l:4)c—8
2
2y-1=8x-16
r8x+2y+15=0

4) 3x*y’ =7xy* =4 -8y en el punto D(O,%).
Se deriva la funcion implicita y se evalla en el punto indicado.

3x* (3y2 Ej/') +y3 (12x3)—7x(4y3 Ej/') —y4 (7) =-8y'
9x*y*y'+12x°y° —28xy°y'=7y* = -8y"
y'(9)c4y2 -28xy’ +8) =7y* -12x°y’

L 7y4 —12x3y3

- 9x*y* —28xy” +8

1) -12(0)° (3 _7(%) 7

e S s s

Por lo tanto la ecuacién de la recta tangente es:

128y —64 = 7x
~7x+128y -64=0

Y la ecuacion de la recta normal es:




8.2. Funciones crecientes y decrecientes

En primer lugar analizaremos la gréafica de la funcion y = f(x), que se muestra
en seguida:

A

Pendiente positiva T\ Pendiente negativa
f'(x)>0 f(x)<0

a X X2 b X3 Xa C

y=r(x)

En la grafica observamos que x, <x, y que f(x,)< f(x,), ademas observamos
que x; <x, y que f(x;)> f(x,). En general se afirma que si x, <x,, entonces
f(x,) < f(x,), para cualesquiera dos puntos x, y x, en el intervalo I,. Se dice
que y = f(x) es creciente en dicho intervalo. De forma analoga se dice que
¥y = f(x) es decreciente en el intervalo 1,, si para cualesquiera dos puntos x, y
x, en elintervalo I, si x; <x,, entonces f(x;)> f(x,).

En la grafica planteada se deduce que y = f(x) es creciente en el intervalo
(a,b) y es decreciente en el intervalo (b,c). Ademas en el intervalo (a,b), las
lineas tangentes a la curva tienen pendientes positivas; es decir: f'(x)>0. Y
en el intervalo (b,c) las lineas tangentes a la curva tienen pendientes

negativas; es decir. f'(x)<0. Tomando como base estas observaciones,

podemos enunciar una regla en la que al usar la derivada de una funcién
sepamos cuando una funcién es creciente o decreciente.

Regla para funciones crecientes y decrecientes.
Supongamos que f(x) es derivable en el intervalo (a,b). Si f'(x) >0 para toda x

en dicho intervalo, entonces f(x)es creciente en (a,b). Si f'(x) <0 para toda x
en el intervalo, entonces f(x)es decreciente en (a,b).

Ejemplos

Para cada una de las funciones que se indican, use la derivada de la funcion y
obtenga los intervalos en donde la funcion es creciente o decreciente.




1. f(x)=x’+6x*+15
f'(x) =3x> +12x

Ahora para obtener losvalores que forman los intervalos en
donde la funcion es creciente o decreciente, se iguala la derivada
con cero:

3x* +12x =0 se divide entre 3.
x> +4x=0 se factoriza.
x(x+4)=0
de donde se obtiene que x=0y x=-4. Estos valores forman los
intervalos (-e,-4), (-4,0) y (0,). Con el fin de obtener el signo de
la derivada  f'(x) =3x” +12x,se evalla en valores que estanen
cada intervalo.
Six=-5 = f(-5)=3(-5)" +12(-5)=75-60=15>0
Por lo tanto, la funcion es creciente en el intervalo (—c,~4).
Six==2 = f(-2)=3(=2) +12(-2)=12-24=-12<0
Por lo tanto, la funcion es decreciente en el intervalo (—4,0).
Ysix=1 = f(1)=3(1)"+12(1)=3+12=15>0
Por lo tanto, la funcion es creciente en el intervalo (0,oo) :

La gréfica de la funcidon en donde se ilustra lo anterior es:
A

v

fﬁ -4 -2 2 4

f(x)=x>+6x* +15

2. f(x)=-2x +18x
f(x)=-2x> +18

De nuevo se iguala la derivada con cero:



—2x> +18=0 se divide entre -2.
x> =9=0 se factoriza.
(x=3)(x+3)=0
de donde se obtiene que x=-3 y x=3. Estos valores forman los
intervalos (-,-3), (-3,3) y (3,»).Ahora para obtener el signo de la
derivada f'(x)=-2x>+18,se evalla en valores que estan en
cada intervalo.
Six=-4 = f(-4)=-2(-4) +18=-32+18=-14<0

Por lo tanto, la funcion es decreciente en el intervalo (-c,-3).

Six=0 = f'(0)=-2(0)"+18=18>0
Por lo tanto, la funcion es creciente en el intervalo (—3,3) .

Ysix=4 = f(4)=-2(4) +18=-32+18=-14<0
Por lo tanto, la funcion es decreciente en el intervalo (3,oo).

Gréfica ilustrativa de f(x)=-2x’ +18x

. i .
I -3 E I »

8.3. Teorema de Rolle y teorema del valore medio

En estos teoremas también se contindia usando la derivada de una funcion.

Teorema de Rolle

Si una funcién f es continua en el intervalo cerrado [a,b], diferenciable en el
intervalo abierto (a,b) y f(a)=f(b)=0 entonces existe al menos un ndmero
cen el intervalo abierto (a,b) tal que f'(c)=0.

Una descripcidbn geométrica en la que se cumplen las condiciones de
este teorema es:

=
2

o

=
=
\
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Teorema del valor medio f'(cz) =0

Si una funcién f es continua en el intervalo cerrado [a,b], diferenciable en el
intervalo abierto (a,b) entonces existe un numero cen el intervalo abierto
f(b)-f(a)

(a,b) tal que f'(c)= p—

Descripcion geométrica en la que se ilustra el teorema del valor medio.

Ejemplos.

1. Si f(x) =x’ -9, verificar que se cumplen las condiciones del teorema de

Rolle para el intervalo [-3,3] y encontrar un valor adecuado de ¢ en dicho
intervalo tal que f'(¢)=0.

Como f(x) = x* —9 esta definida para cualquier valor de x, entonces es
continua en el intervalo [—3,3] y f'(x):Zx también esta definida en

todos los reales, luego f(x)es diferenciable en el intervalo (-3,3).



f(x)=0 => x¥*-9=0 = x=43
Luego el teorema se cumple para a =-3 y b =3 en el Intervalo [—3,3] :
Obtengamos el valor de c.

f'(x)=0 = 2x=0 = x=0.

Por lo tanto ¢ =0.

2. Si f(x)=3—§. Obtenga el valor de ¢ en el intervalo (2,6) tal que
X
(2 L(6)-7(2)
Sl ==
Solucion:

f(6)-7(2) _2+0 _1

6-2 4 2
Dado que la funcion satisface las condiciones del teorema del valor
medio, existe al menos un nimero ¢ en el intervalo (2,6) tal que

= ¥ =12 = x=+J/12

Finalmente en el intervalo (2,6) elegimos ¢ =12 .

8.4. M&ximos y minimos
El problema de la lata de aceite

Supdngase que una empresa necesita fabricar latas de aceite en la forma
de un cilindro recto y éstas deben almacenar un litro (1000 cm®) de aceite.
¢, Cudles seran las dimensiones que debe tener la lata, de forma tal que
requiera la minima cantidad de lamina para su fabricacion?.

Para fabricar la lata de aceite es necesario conocer dos de sus
dimensiones, éstas son el radio de la lata y la altura. Supongamos que r
representa el radio y que 4 representa la altura, medidas en centimetros.




Se sabe que el volumen de un cilindro recto de dichas dimensiones se
representa como:

Volumen = 7 h

Ademas como la lata debe contener un litro de aceite exactamente,
entonces el volumen debe ser de 1000 cm?, de donde:

1000= 777> h

ahora se observa que la altura ~# se puede representar en términos del
radio r, es decir:
1000

h
7T

como el objetivo es usar la menor cantidad de lamina para elaborar la lata
de aceite, se debe obtener el valor del radio r de forma tal que el area de
la superficie sea la minima.

En la lata de aceite se observa que la tapa y el fondo, son circulos de la

misma area, de donde se obtiene que el area del fondo y de la tapa es 7.
Para hallar el area lateral de la lata, podemos cortarla sin considerar la tapa
ni el fondo, desde arriba hasta abajo y después se aplana, de esta manera
se forma una lamina rectangular en la que uno de sus lados corresponde a
la altura %, de la lata y el otro lado mide 27z que corresponde al perimetro
de los circulos de la tapa y el fondo, como se indica en seguida:

27r

El area este rectangulo es: 27rh y corresponde al area lateral de la lata.
Finalmente el area total de la superficie de la late es:

Area de la superficie = area de la tapa + area del fondo + area lateral
Area de la superficie = 7> + 7mr* + 277 .

Recordemos que & = 1000

—, luego entonces:
r

2

Area de la superficie = 2% + 2ﬂr(
r

1000} =2 4 2000
r
La cual podemos representarla como:



271 +2000
r

Area de la superficie =

Si suponemos que el Area de la superficie se representa por S(r),
entonces:

3
+
S(r) = 271 +2000

en esta ecuacion observamos que r es la variable y que debe tomar
valores acordes con las condiciones del problema, luego entonces r >0.
Ahora para observar como cambia el area de la superficie, se construye una
tabla en la que a r se le asignan los valores 3,4,5,6y7.

v S(r)
3 723.21 S gr)
4 600.53 IETY:
5 557.07
6 559.52 1600
7 593.59
14688
1288

Puede ocurrir que en la tabla no se encuentre la solucion al problema de la
lata de aceite, pero al menos nos ayuda para hacer un dibujo aproximado
de la grafica de la formula del area de la superficie. Ahora es necesario
encontrar las coordenadas del punto que estd mas bajo de la gréfica, la
primera coordenada del punto nos indica el valor del radio » y la segunda
coordenada indica el valor numérico del area de la superficie. Para este
problema, puede ocurrir al menos de manera aproximada que el punto sea
(5, 557.07).

En este caso el punto que se busca se encuentra precisamente, donde la
tangente a la gréfica es horizontal. Sin ayuda del calculo no podemos
avanzar en la solucion de este problema. Sin embargo, con lo planteado
hasta del momento, es facil darnos cuenta que la fase inicial de nuestro
trabajo consiste en encontrar tangentes a las curvas en diferentes puntos.

A continuacion se inicia con los conceptos del Calculo Diferencial, que son
necesarios para resolver este problema y muchos otros relacionados sobre
todo con maximos y minimos.



Supongamos que la gréfica de la funcién y = f(x) en el intervalo cerrado [a,b]
es:

N
F
D
B
E
A C
a b > X

y=7(x)
En esta grafica observamos que el punto B, estd mas alto que cualquier otro
punto cercano sobre la curva y esto mismo ocurre con los puntos Dy F.

También se ¢bserva que los puntos A, C y E, estan mas bajos que cualquier
otro punto cg
ocurre se dic{
maximo abso
CyE, yun
absoluto es el punto mas alto de la funcion en todo el intervalo [a,b] y que el

minimo absoluto es el punto més bajo de la funcion en todo el intervalo [a,b].
Para formalizar estas ideas se da la definicion siguiente:

Definicion
Una funcion f(x) tiene un maximo relativo en x =c¢ si para todos los valores de
x cercanos al punto ¢, se cumple que f(c)= f(x). La funcion f(x) tiene un

minimo relativo en x = ¢ si para todos los valores de x cercanos al punto ¢, se
cumple que f(c)< f(x). Si ¢ esta en el intervalo cerrado [a,b]. La funcion

f(x) tiene un maximo absoluto en x =¢, si para todos los valores x que estan
en el intervalo [a,b], se cumple que f(c¢)= f(x). De igual forma, si ¢ esta en

el intervalo cerrado [a,b]. La funcion f(x) tiene un minimo absoluto en x =c,

si para todos los valores x que estan en el intervalo [a,b], se cumple que

f=r(x).




8.5. Criterio de la Primera Derivada

Consideremos una funcién f(x) en un valor x=a para el cual

fx)y

f'(x)son continuas. En secciones anteriores cuando se trabajaron los
intervalos en los que una funcion es creciente o decreciente, geométricamente
se observo que si en x =a existe un maximo relativo de f(x), entonces f'(x)
cambian de positiva a negativa en cuanto x pasa por el punto x=a;
analogamente , si en x =a existe un minimo relativo de f(x), entonces f'(x)
cambia de negativa a positiva en cuanto x pasa por el punto x=a. A
continuacion se dan dos graficas donde se ilustra lo anterior.

f'@)>0
(+)

Sf'a)=0

1@ <0
(-)

a,

»X

Y
<o\ @=0 S >0
) Vo

a, > X

Maximo relativo

Minimo relativo

Resumen del Criterio de la Primera Derivada

Si f(x) y f'(x)son continuasen x=a ysi f'(a) =0, entonces:
e Cuando f'(x)

 Cuando f'(x)

cambia de (+) a (-) al pasar por x =a entonces en
X = a existe un maximo relativo.
cambia de (-) a (+) al pasar por x =a entonces en
X = a existe un minimo relativo.

* Ysi f'(x) cambia de (+) a (+) o de (-) a (-) al pasar por x =a entonces

Observacion.

Mediante este procedimiento se obtienen los maximos y minimos relativos que
ocurren en valores de x para los cuales f(x)
Maximos y minimos relativos que ocurren en valores de x para los cuales
/f'(x)no es continua se discuten en el ejemplo 3.

Ejemplos

y f'(x) son continuas.

Obtenga los puntos maximos relativos, minimos relativos, intervalos en donde
la funcidn es creciente o decreciente y trace un bosquejo de su gréfica.




1. f(x)=x’+6x*+15

En primer lugar se obtienen los valores criticos y esto se logra al derivar
la funciodn e igualarla con cero.

f'(x) =3x> +12x
3x* +12x =0 se divide entre 3.
x> +4x =0 se factoriza.
x(x+4)=0
U x=0 y x+4=0 = x=-4
de donde se obtiene que x =0y x =—4 son los valores criticos. Estos
valores forman los intervalos (-e,-4), (-4,0) y (0,). Con elfin de
obtener el signo de la derivada  de la funcion f'(x) =3x> +12x, se
evalla en valores que estan en cada intervalo.
Six=-5 = [f(-5)=3(-5)"+12(-5)=75-60=15>0
Six==2 = f(-2)=3(-2) +12(-2)=12-24=-12<0
Ysix=1 = f(1)=3(1)"+12()=3+12=15>0

Signos de f'(x)

+ . - . +
I I

-4 0

v
+
8

A

—00 -

Por lo tanto en x =-4 existe un maximo relativo y en x=0 hay un
minimo relativo. Ademas en los intervalos (-e,-4) y (0,+») es creciente

y en el intervalo (—4,0)es decreciente. Para trazar la grafica se evalta
la funcién en cada punto obtenido.

Six=-4 = f(-4)=(-4) +6(-4)" +15=-64+96+15=47
Por lo tanto (—4,47) es un maximo relativo

Ysix=0 = f(0)=(0) +6(0) +15=0+0+15=15
Por lo tanto (0,15) es un minimo relativo

v




—_2.3
. f(x)=—5x" +18x
De nueva cuenta se obtienen los valores criticos

fi(x)=-2x* +18
—2x>+18=0 se divide entre -2.
x> =9=0 se factoriza.
(x=3)(x+3)=0
U x-3=0 = x=3 y x+3=0 = x=-3
de donde se obtiene que x =-3 y x =3 son los valores criticos. Estos
valores forman los intervalos (-,-3), (-3,3) y (3,»).Con elfin de

obtener el signo de la derivada  de la funcién f'(x)=-2x* +18, se
evalla en valores que estan en cada intervalo.

Six=—4 = f(-4)=-2(-4) +18=-32+18=-14<0
Six=0 = f'(0)=-2(0)"+18=18>0
Ysix=4 = f(4)=-2(4) +18=-32+18=-14<0

Signos de f'(x)

- + -
| |
I |

-3 3

v
+
8

A

—00 -

Por lo tanto en x=-3 existe un minimo relativo y en x=3 hay un
maximo relativo. Ademas en los intervalos (-c,-3)y (3,+) es

decreciente y en el intervalo (—3,3) es creciente. Para trazar la gréafica
se evalla la funcidon en cada punto obtenido.
Six=-3 = [f(-3)=-2(-3) +18(-3)=18-54=-36
Por lo tanto (-3,-36) es un minimo relativo
Ysix=3 = f(0)=-2(3) +18(3)=-18+54=36
Por lo tanto (3,36) es un maximo relativo

: f Méx. Rel
- ;
. :

Min. Rel

\

f(x)==2x" +18x



5 2
. f(x)=—x* +5x3
Primero se obtienen los valores criticos

2 2

L e 2,10
f10= =300 +0x 0 =30 4
3x3
2
—3x3 + 1()l =0
3x3
10 2
_l:%x3
3x3
2 1
10=2x3 (3x3j
2,1
10 =5x3 3 =5x

0 10=5x = %296 = x=2

2
Ademas la derivada f"'(x) = -3x° +1_01,

3x3

no esta definida para x=0 y

5 2
como f(x)=-x®+5x3, si esta definida en x=0 (esto indica que la
grafica de la funcion tiene un pico en x =0), entonces los valores criticos

son: x=2 y x=0. Estos valores forman los intervalos
2

(-,0), (0,2) y (2,+). Ahora se evallia f'(x)=-3x? +1—01 para

3x3
valores de x en cada intervalo con el fin de obtener el signo de la
derivada.

2
Six=-1 = f(-D=-2(-1) +—0r=-2-D=-T =349
3 T3S
3(-1)s
2
Six=l = fy=-2(1) +—2 =—§+%=§>o

3(1)5

Ysix=3 = f'(3)=—§(3)§+ 10

=_§3/§+313_0=—3.466+2.311<0

3(3)5 £

Signos de f'(x)

- + -
| |
|

0 2

v
+
8

—00 - .-

A



Por lo tanto en x =0 existe un minimo relativo y en x =2 hay un maximo
relativo. Ademas en los intervalos (-,0) y (2,+0) es decreciente y en

el intervalo (0,2)es creciente. Para trazar la grafica se evalla la funcion
en cada punto obtenido.

2
Six=0 = f(0)=—(- y+50n5:—0+0:0
Por lo tanto (0,0) es un minimo relativo
Y Si x=2 =
1) =-(2) +5(2)5 =2 + 532" =32 + 534 = -3.174+7.937

=4.763
Por lo tanto (2,4.763) es un maximo relativo

A
i .............................. _--tll.ll
4,763 Mex e
—4 —2 Min. [rel. 2 4
5

5 2
8.6. Criterio de la Segunda Deriyada=Cqncayidades  y Puntos de Inflexion
8.6.1. Concavidades

Hemos observado que la primera derivada brinda informacién muy util para el
trazado de gréaficas. Se usa para obtener los intervalos en donde la funcion es
creciente o decreciente. Sin embargo, para conocer la verdadera forma de una
curva necesitamos mas informacion. Para tal efecto se consideran las tres
curvas que se muestran:

A A A

y=f(x) y=f(x) y=/(x)
Pendiente
/ creciente Pendiente Pendiente

creciente creciente

v

v
v

(@) (b) ()



Observemos que estas figuras abren hacia arriba. Esto significa que si se
trazan rectas tangentes a cada curva, las curvas quedan por arriba de éstas.
También las pendientes de las lineas tangentes crecen en cada valor al crecer
x. En la figura (a) las pendientes parten de valores positivos pequefios y
aumentan; en la figura (b) se inicia con pendientes negativas y éstas se
acercan a cero y en la figura (c) las pendientes pasan de valores negativos a
positivos. Ahora dado que f'(x)indica la pendiente en un punto, una pendiente

creciente significa que f'(x) es una funcién creciente. Cuando ocurre lo
anterior, se dice que la curva es cOncava hacia arriba.

De igual forma para describir curvas que sean concavas hacia abajo, se
plantean tres figuras que abren hacia abajo:

En cada una de éstas, las curvas estan en la parte inferior de las lineas
tangentes y cuando x crece, las pendientes de las lineas tangentes son
decrecientes. De esta forma se dice que f'(x)es una funcidn decreciente y

esto ocasiona que sea concava hacia abajo.

A A A
y=f(x)
Pendiente Pendiente
decreciente decreciente
_ y=f(x) Pendiente
y=f(x) decreciente
@ (b) (c)

Definicién

Supongamos que f(x) es derivable en el intervalo (a,b). Se dice que f(x) es

concava hacia arriba en el intervalo (a,b), si f'(x)es creciente en dicho
intervalo y es céncava hacia abajo , si f'(x)es decreciente en el intervalo

(a,b).

Recuerde que si f'(x) >0 en el intervalo (a,b), entonces f(x)es creciente en
el mismo intervalo y si f'(x)<0 en el intervalo (a,b), entonces f(x)es
decreciente en el intervalo (a,b). De la misma forma si f"(x)>0 en el
intervalo (a,b), entonces f'(x) es creciente y si f"(x)<0 en el intervalo

(a,b), entonces f'(x) es decreciente en el intervalo (a,b). A partir de estas
afirmaciones, se enuncia el criterio siguiente.

Criterio de concavidad

Sea f'(x)derivable en el intervalo (a,b). Se dice que y = f(x) es concava
hacia arriba en el intervalo (a,b), si f"(x)>0 paratoda x en dicho intervalo. Y

es concava hacia abajo en el intervalo (a,b), si f"(x)<0 para toda x en el
mencionado intervalo.




Ejemplos

Obtenga los intervalos en los que la funcién es concava hacia arriba y donde es
concava hacia abajo. Use el criterio de concavidad.

1. f(x)=x’+6x*+15

Para obtener los posibles intervalos, se encuentra la segunda derivada
de la funcion y se iguala con cero.

f'(x)=3x> +12x
f'(x)=6x+12
6x+12=0
6x =-12
U x=-2

de donde se obtiene que x=-2. Este valor forma los intervalos
(-00,-2) y (-2,). Con el fin de obtener el signo de f"(x) =6x+12, se
evalla en valores que estan en cada intervalo.

Six=-3 = [f"(-3)=6(-3)+12=-18+12=-6<0
Por lo tanto, la funcidn es concava hacia abajo en el intervalo (—oo,—2).
Ysix=0 = f"0)=6(0)+12=0+12=12>0
Por lo tanto, la funcion es concava hacia arriba en el intervalo (-2,+co).

2. f(x)=2x"-1x*

Para obtener los posibles intervalos, se encuentra la segunda derivada
de la funcion y se iguala con cero.

f'(x)=3x—-x
S"(x) =3=3x°
3-3x" =0 se divide entre 3.
1-x> =0 se factoriza.
(1-x)(1+x)=0
U x=-1y x=1



de donde se obtieneque x=-1 y x=1.Estos valores forman
los intervalos (-e,-1), (-11) y (l,). Con el fin de obtener el signo

de f"(x)=3-3x%,se evalla en valores que estan en cada intervalo.
Six=-=2 = f'(-2)=3-3(-2)"=3-12=-9<0
Por lo tanto, la funcion es concava hacia abajo en el intervalo (—oo,—l).
Six=0 = f"(0)=3-3(0)"=3>0
Por lo tanto, la funcion es céncava hacia arriba en el intervalo (—1,1) .
Ysix=2 = f'(2)=3-3(2)"=3-12=-8<0
Por lo tanto, la funcion es concava hacia abajo en el intervalo (1,+oo).
Gréfica ilustrativa de la funcion f(x) =2x* =1 x*.

8.6.2. Puntos de Inflexion

Un punto sobre una gréafica, es de inflexion, si en dicho punto existe un cambio
en la concavidad; es decir, si al lado izquierdo del punto la curva es concava
hacia abajo ( /"(x) <0) y si del lado derecho del punto la curva es concava

hacia arriba ( f"(x) >0) y viceversa. A continuacién se dan curvas en donde
aparecen puntos de inflexion.

x.:a X =a

- . - -— »— -
—_—— —~—

1@< f1@ >0 f1@>0 fi@)<0
(-) (+) (+) (-)

xX=a

-— - > - - >

—~— ~— —~— ~

f1@<0 f1@)>0 f'@>0  f1)<0
(-) (+) (+) (-)



Para obtener los puntos de inflexion de la funcion f(x), se encuentran los
valores de x para los que f"(x)=0 y dichos valores se grafican sobre la recta

real para formar ciertos intervalos y en ellos se verifica la concavidad de la
funcion.

Ejemplos

Obtenga los puntos de inflexion para cada funcion que se da.

1) f(x)=12+2x> —x*

f(x) =4x-4x
f"(x) =4-12x"
4-12x*=0 = -12x*=-4 = 12x* =4

pr=

2 —_
O x*=45 = x=%

Ahora al graficar los valores de la x, se obtienen los intervalos y se
encuentran los signos de f"(x), para conocer las concavidades.

Signos de f"(x)

- + -
| I
I I

1 1

3 3

v
+
8

A

—00 .-

Si f(-2)=4-12(-2)" =4-12(4)=4-48=-44<0

Si £(0)=4-12(0>=4-0=4>0

Ysi f(2) :4—12(2)2 =4-12(4)=4-48=-44<0
Luego x= —@ y Xx :@ son puntos de inflexion dado que en dichos
valores se dan los cambios en las concavidades.

Gréfica ilustrativa

ffig




Observacion. Una regla que resulta muy atil para verificar en algunos casos si
ciertos puntos son de inflexion o no es la siguiente:

Regla. Si f"(a)=0ysi f"(a) %0 entonces en x =a existe un punto de
inflexion.

2) f(x)=x"-5x

f'(x) =5x* -15x7

f"(x) =20x" —30x
20x° -30x=0 = x(20x*—30)=0
O] x=0|y 20x*-30=0 = 20x> =30
O x*=2 = x=i\/%

Ahora para verificar si en los valores obtenidos hay puntos de inflexion,
utilizaremos la regla anterior y por esta razon se obtiene la tercera derivada,
siendo esta f"(x) = 60x> —30.

Six=0 = f"(0)=60(0)"-30=-3020.
Six=-yI = f(-y3)=60(-y3) -30=60(2)-30=90-30=60#0.

Ysix=\1 = s(5)=60(\3) -30=60(2)-30=90-30=60%0.

Luego como en los tres valores se cumple la regla, se concluye que
x=0, x= —\@ y x =\/§ son puntos de inflexion. A continuacion se da una
grafica en donde se ilustran los puntos de inflexion.




8.6.3. Criterio de la Segunda Derivada

En base a lo que hemos visto anteriormente sobre la segunda derivada y las
concavidades de una funcién f(x), la segunda derivada podemos usarla para

verificar si los valores criticos son maximos relativos o minimos relativos. A
continuacion se da una grafica ilustrativa.

Y

A . . .
Cobncava hacia abajo y

Maximo relativo

 f'a)<0

Céncava hacia arriba 'y
Minimo relativo
f'(ay)>0
a a, > X

Resumen del Criterio de la Segunda derivada

Si f(x) y f'(x)soncontinuasen x=a ysi f'(a) =0 entonces
f"(a)<0 = un maximo relativoen x=a.

f"(@)>0 = unminimo relativoen x=a.

Ysi f"(a)=0 = que no existe maximo ni minimoen x =a.

Ejemplos



Para cada una de las funciones que se dan, use el criterio de la segunda
derivada para obtener los puntos maximos y minimos relativos,
encuentre los puntos de inflexiébn usando el cambio en las concavidades
o por medio de laregla (f"(a)=0 y f"(a)#0 ), construya la grafica,

encuentre los intervalos en los que la funcion es creciente o decreciente
e indique las concavidades de la funcion en cada intervalo.

1) f(x)=x>+6x>+15.

Primeramente se obtienen los valores criticos y para tal efecto se deriva
la funcion y se iguala con cero.

f'(x) =3x> +12x
3x+12x=0 = x(3x+12)=0

O[x=0]y 3x+12=0 = 3x=-12 = x=-L

Ulx=-4

Ahora para verificar si los puntos criticos x=0 y x=-4 son puntos

maximos 0 minimos se obtiene la segunda derivada y se evalua en los
puntos criticos.

f'(x)=6x+12

Six=-4 = f'(-4)=6(-4)+12=-24+12=-12<0
Por lo tanto, en x =—4 existe un maximo.

Six=0 = f"0)=6(0)+12=0+12=12>0

Por lo tanto, en x =0 existe un minimo.

Para obtener los puntos de inflexibn usamos la regla antes vista; es
decir: obtenemos los valores de x para los que la segunda derivada sea
cero y verificamos si para dichos valores la tercera derivada es diferente
de cero.

f'(x)=0 = 6x+12=0 = 6x=-12 = x=-2
Ul x=-2

f"(x)=6#0 = queen x=-2 existe un punto de inflexion.

Para trazar la gréfica se evalla la funcion en cada uno de los puntos
obtenidos.

Six=-4 = f(-4)=(-4) +6(-4) +15=-64+96+15=47.
Por lo tanto el punto (-4,47) es un maximo.



Six=0 = f(0)=(0)+6(0) +15=0+0+15=15.

Por lo tanto el punto (0,15) es un minimo.

Ysix=-=2 = f(-2)=(-2) +6(-2)" +15=-8+24+15=31
Por lo tanto el punto (-2,31) es de inflexion.

A continuacion se grafican los puntos y se traza la gréafica.

A

Maximo

Minimo

fﬁ -4 -2 2 4

f(x)=x"+6x"+15

v

Para obtener los intervalos en donde la funcibn es creciente o
decreciente, consideramos los puntos maximos y minimos para formar
los intervalos y observamos la grafica para ver si es creciente o
decreciente.

Puntos max. y min.

-4 0

v
—+
8

A

—00 .-

Luego en el intervalo (—oo,—4) la funcion es creciente.
En el intervalo (-4,0) la funcion es decreciente

Y en el intervalo (0,+e) la funcion es creciente.

También para obtener las concavidades, se grafica el punto de inflexion
para formar los intervalos y se observa la grafica.

Punto de inflexién.

-2

v
—+
8

A

—00 .-

Luego en el intervalo (—oo,—2) la funcidn es céncava hacia abajo.

Y en el intervalo (-2,+) la funcién es céncava hacia arriba.



2) f(x)=12+2x> —x"*.
Primero se obtienen los valores criticos

f'(x)=4x-4x
4x=4x' =0 = 4x(1-x")=0 = 4x(1-x)(1+x)=0

U [x=0, x=-1 y x=1.

Ahora para verificar si los puntos criticos x=0 y x=xI1 son puntos

maximos 0 minimos se obtiene la segunda derivada y se evalla en los
puntos criticos.

f'(x) =4-12x

Six=-1 = f'(-)=4-12(-1) =4-12=-8<0
Por lo tanto, en x = -1 existe un maximo.

Six=0 = ['0)=4-12(0)"=4-0=4>0

Por lo tanto, en x =0 existe un minimo.

Ysix=1 = f'(1)=4-12(1) =4-12=-8<0
Por lo tanto, en x =1 existe un maximo.

Enseguida se obtienen los puntos de inflexion.

f'(x)=0 = 4-12x’=0 = -12x’=-4 = ¥ ==t = x=tJ&

= 1
U x =3

S"(x) = —24x

sxsefi = o)) o

Por lo tanto, en x = —@ existe un punto de inflexion.
six=t = rr({5)=-24(y%)=0

Por lo tanto, en x = @ existe un punto de inflexion.

Para trazar la gréfica se evalla la funcion en cada uno de los puntos
obtenidos.

Six=-1 = f(-)=12+2(-1)"=(-1)" =12+2-1=13.
Por lo tanto el punto (-1,13) es un maximo.

Six=0 = f(0)=12+2(0)" =(0)' =12+0-0=12.

Por lo tanto el punto (0,12) es un minimo.

Six=1 = sO=12+2(1)"-(1)" =12+2-1=13



Por lo tanto el punto (1,13) es un maximo.
2 4
six=-1 = fDH=12+2(-f) -(-\) =12+2-1=12=1255
Por lo tanto el punto (— %,12.55) es de inflexion.
2 4
Ysiv=\I = shH=12+2( ) -(JF) =r2+2-t=w=1255

Por lo tanto el punto ( %,12.55) es de inflexion.

A continuacion se grafican los puntos y se traza la gréafica.

Max. ~a

Min.

f(x)=12+2x" = x*

Para obtener los intervalos en donde la funcibn es creciente o
decreciente, consideramos los puntos maximos y minimos para formar
los intervalos y observamos la gréfica.

Puntos max. y min.

A
v
+
8

—00 .- i i

-1 0 1

Luego en el intervalo (—oo,—l) la funcion es creciente.
En el intervalo (-1,0) la funcion es decreciente

En el intervalo (0,1) la funcion es creciente.

Y en el intervalo (1,+e) la funcion es decreciente

También para obtener las concavidades, se grafica el punto de inflexién
para formar los intervalos y se observa la grafica.

Puntos de inflexién.

A
v
+
8

—00---



Luego en el intervalo (—oo,—\/%) la funcién es céncava hacia abajo.
En el intervalo (—\@@) la funcion es concava hacia arriba.

Y en el intervalo (@ +oo) la funcion es concava hacia abajo.

3) f(x)=x"-5x.
Valores criticos.

f'(x)=5x" —-15x7
sx' =150 =0 = 52 (x*-3)=0 = 5x2(x—J§)(x+J§):o

Ul x=0, x==3 y x =4/3.

Ahora se verifica si dichos puntos son maximos 0 minimos.
f"(x) =20x" —30x

Six=—3 = f'(=3) :20(—\/5)3 -30(-3)=-103.9+51.9=-52 <0
Por lo tanto, en x =—/3 existe un maximo.

Six=0 = f"(0)=20(0)"-30(0)=0

Por lo tanto, en x =0 no existe maximo ni minimo.

Ysix=3 = f'3)= 20(@)3 —30(\/5) =103.9-51.9=52>0

Por lo tanto, en x = \/5 existe un minimo.

Puntos de inflexion.

f'0)=0 = 20x’=30x=0 = 10x(2x’ -3)=0

Ol x=0]| y 2x’=3=0 = 2x’=3 = x’=3

-+ /3
O x=%y5

£ "(x) = 6x* =30
Six=0 = f"(0)=60(0)"-30=-30%0.

Six=-y1 = f(-y3)=60(-3) -30=60(2)-30=90-30=60%0.

Ysix=\1 = f(5)=60(\3) -30=60(2)-30=90-30=60%0.



Porlotanto,en x=—/3, x=0 y x= \/% existen puntos de inflexion.

Para trazar la grafica se evalla la funcién en cada uno de los puntos
obtenidos.

Six=—3 = f(-f3)= (—\/5)5 —5(—J§)3 =-15.5+25.9=104.
Por lo tanto el punto (—\/5,10.4) es un maximo.

Six=\3 = fH3) :(\/5)5 —s(ﬁ)3 =15.5-25.9=-10.4.

Por lo tanto el punto (\/5,—10.4) es un minimo.

Six=0 = f(0)=(0)-5(0)’=0
Por lo tanto el punto (0,0) es de inflexion.

Six=-1 = f(-yD=(-3) -5(-3) =-27+9.1=64

Por lo tanto el punto (— 1,6.4) es de inflexion.

Ysix=1 = f(D=(5) -5(y2) =27-9.1=-64

Por lo tanto el punto ( 2 —6 4) es de inflexion.

A continuacion se grafican los puntos y se traza la gréafica.

Min.

Para obtener los intervalos’ (8h=dond®’ la funciéon es creciente o
decreciente, consideramos los puntos maximos y minimos para formar
los intervalos y observamos la grafica para ver si es creciente o
decreciente.

Puntos max. y min.

v
+
8

—00 .-

A

-3 5



Luego en el intervalo (—00,—\/5) la funcion es creciente.
En el intervalo (_\/5\/5) la funcion es decreciente
Y en el intervalo (\/3 +oo) la funcion es creciente.

Para obtener las concavidades, se grafica el punto de inflexidbn para
formar los intervalos y se observa la grafica.

Puntos de inflexion.

—00 .-

v
+
8

- 0 3

2

A

Y [o%)

Luego en el intervalo (—oo,—\/%) la funcion es concava hacia abajo.
En el intervalo (— %,0) la funcion es concava hacia arriba.
En el intervalo (0\@) la funcion es concava hacia abajo

Y en el intervalo (@ +oo) es concava hacia arriba.

8.7. Planteamiento de problemas de aplicacion
8.7.1. Problemas geométricos.

En primer lugar se le dara solucion al problema de la lata de aceite que fue con
el que se inicid esta unidad.

1) El problema de la lata de aceite

Supdngase que una empresa necesita fabricar latas de aceite en la forma
de un cilindro recto y éstas deben almacenar un litro (1000 cm®) de aceite.
¢, Cuales seran las dimensiones que debe tener la lata, de forma tal que
requiera la minima cantidad de lamina para su fabricacion?

Para fabricar la lata de aceite es necesario conocer dos de sus
dimensiones, éstas son el radio de la lata y la altura. Supongamos que r
representa el radio y que % representa la altura, medidas en centimetros.




Se sabe que el volumen de un cilindro recto de dichas dimensiones se
representa como:

Volumen = i’ h

Ademas como la lata debe contener un litro de aceite exactamente,
entonces el volumen debe ser de 1000 cm3, de donde:

1000 = 7zr°h

ahora se observa que la altura » se puede representar en términos del
radio r, es decir:
_ 1000

'’

h

como el objetivo es usar la menor cantidad de lamina para elaborar la lata
de aceite, se debe obtener el valor del radio » de forma tal que el area de
la superficie sea la minima.

En la lata de aceite se observa que la tapa y el fondo, son circulos de la

misma area, de donde se obtiene que el area del fondo y de la tapa es 7.
Para hallar el area lateral de la lata, podemos cortarla sin considerar la tapa
ni el fondo, desde arriba hasta abajo y después se aplana, de esta manera
se forma una lamina rectangular en la que uno de sus lados corresponde a
la altura %, de la lata y el otro lado mide 27z que corresponde al perimetro
de los circulos de la tapa y el fondo, como se indica en seguida:

27

El area este rectangulo es: 27k y corresponde al area lateral de la lata.

Finalmente el area total de la superficie de la lata es:
Area de la superficie = area de la tapa + area del fondo + area lateral
Area de la superficie = > + v + 2717 .

Recordemos que & = 10020 :
-

luego entonces:

2

Area de la superficie = 2% + 2ﬂr(
r

1000} = 2 4 2000
r

La cual podemos representarla como:

2717 +2000

r

Area de la superficie =



Si suponemos que el Area de la superficie se representa por S(r),
entonces:
271 +2000

r

S(r)=

Para obtener las dimensiones de la lata que minimizan el material utilizado,
utilizaremos el criterio de la Segunda derivada. Y para tal efecto iniciamos
obteniendo los puntos criticos.

r(6) = (2707 +2000) 67 — 270 2000

2 2
7

,,
47 =2000

2
r

S'(r)=

471 — 2000

2
r

=0 = 4m°-2000=0 = 4’ =2000 =

;/-3 :M = r=3 2000 :\3/15915 =5.41
4T 12.56

U r=54I1.

Para comprobar si en dicho valor existe un minimo, se calcula la segunda
derivada y se evalla en r =541.

2 (127Tr2) —(477r3 —2000)(2r) 1270 87 +4000r

4 4
r r

4t +4000r (470 +4000) 4730 44000 4000
- 4 - 4 - 3 =4+ p
r

S'(r) =

4000
(5.41)

Por lo tanto las dimensiones para las que se minimiza el material utilizado al
fabricar la lata de aceite son:

r=541 y h=

Luegosi =541 = S"5.4) =4+ =12.56+25.26 =37.82>0

3

10020 _ 1000 = 1000 ~10.87 .
r 71(5.41) 91.94

S(r)
Y500

+688

1488

288

RS I I

541

3
+
() = 27 +2000



2) Un terreno rectangular que tiene 3200 m?, se va a cercar y dividir en 3
porciones iguales mediante dos cercas paralelas a dos de los lados.

Encontrar las dimensiones del terreno que requieran la menor cantidad de
cerca.

Solucioén:

Supongamos que "x" y "y" son de tal forma que xy =3200m*, como se
muestra en la figura siguiente:

I x I

Luego la funcidén que se desea minimizar es la suma de cada una de los
lados de la figura:

L=2x+4y
Ademéas como xy =3200m* = y= 3200
X
Porlotanto L(x)=2x +4(3200j =2+ 12800
X X

Ahora para minimizar las dimensiones que requieren la menor cantidad
de cerca se utiliza el criterio de la segunda derivada en la funcion

L(x) — oyt 12800
X




L'(x)=2-
x2
2—128200:0 = 2:128200 2x? =12800 = xZ:@
X X

Como la "x"no puede tomar valores negativos por que representa
magnitudes, el Unico valor que tiene sentido es x =80m . A continuacion
se verifica si en dicho valor en realidad se tiene un minimo.

25600
L'(x)=——.
X
Si x=80 = L"(0)= 256030 =0.05>0. Por lo tanto en x =80m, existe
0
un minimo.
12800

Entonces L(80)=2(80)+ =160 +160 =320m es la cantidad minima

de cerca requerida.

Ademas como y = 3200 _ 3200 _ 40m

Por lo tanto las dimensiones del terreno para el que se minimiza la
cantidad de cerca utilizada son: 80m x40m .

3) Un ingeniero tiene un gran lote de piezas rectangulares de carton de 8X5
pulgadas. Con cada una de éstas debe hacerse una caja abierta cortando
un cuadrado en cada esquina, y doblandola después para formarse los
lados. ¢ Cual es el volumen maximo que puede formarse de este modo?

Solucion:
En primer lugar se construye una figura en la que se muestran los datos que

se dan y a ademas "x" representa los lados de cada cuadrado en las
esquinas.

—— 8-2x _|x

X
X X 5_9y 8—2x
T li | .
5-2x 5-2x X E
l 5-2x
8—2x
X X

T h— 8-2x — "



Observemos que el volumen de la caja esta dado por:
El ancho por el largo por la altura

Es decir: ¥/(x) = (5-2x)(8 = 2x)x = (40 —10x = 16x + 4x Jx
= (4x? = 26x +40)x = 4x> —26x +40x
V'(x)=12x* =52x +40
12x> —52x+40=0
R SERE: J(=52) - 4(12)(40)
2(12)
Lo 522 /2704 -1920
24

L= 52£1784 52428

24 24

_52-28
24

_52+28
x_

1 =3.33

0 x

De estos dos valores el que tiene sentido es x =1.
Ahora verificaremos si en dicho valor el volumen es maximo.

V'"(x) =24x-52
Si x=1 = V"(1)=24(1)-52=-28<0
De donde se obtiene que para x =1 el volumen se maximiza.

Por lo tanto el volumen maximo de la caja es:
vy =(5-2)@8-2)1)=3(6)1)=18*

8.7.2. Problemas sobre costos

1) Un arrendador ha adquirido un nuevo edificio con 100 apartamentos
para rentar Yy encuentra que entre mas unidades "x" quiere rentar,
menor debera ser su precio P(x), de acuerdo a la formula

P(x) =180 -1.2x 0<x<100

¢Cuantas unidades y a que precio debera intentar rentar, para
maximizar sus ingresos?

Solucioén.

Sus ingresos seran:



2)

y =xP(x) = x(180—-1.2) =180x —1.2x>
En seguida se derivan los ingresos para obtener el valor critico.

1'=180 - 2.4x

_-180 _

180-24x=0 = -24x=-180 = x= 24—75

Ahora se verificara si en el valor critico obtenido existe un méaximo.

y'=-24<0

Por lo tanto cuando el numero de unidades rentadas es 75 los ingresos
se maximizan.

Six=75 = P(75)=180-1.2(75)=180-90 =90

Luego debera rentar 75 departamentos, asi el precio por unidad es de 90
pesos y los ingresos maximos seran:
y = xP(x) = 75P(75) = 75(90) = 6750 pesos.

Un vendedor ha examinado los datos acerca de los costos al afio de
comprar, tener y mantener el inventario como funcion del niamero de
unidades de cada orden que vende. La funcién de costo es:

4860
C(q) =

+15¢ +750 000

C = costo anual del inventario en dolares.
¢ = numero de unidades cada vez que se reabastece.

a) Determinar el tamafio de la orden que minimiza el costo anual del
inventario.

b) A cuanto se esperard que ascienda el costo minimo anual del

inventario.
Solucioén:
C'(g)= —48?0 +15
q
- 48f0 +15=0 = 15 :—48?0 = g’ = 4860 _ 324
q q 15
0 ¢g=-/324=18

Sustituyendo ¢ =18 en la segunda derivada tenemos:



=220 o cramy =20 =90 2 6650
q (18) 5832

Por lo tanto para ¢ =18 se obtiene un minimo. Luego Los costos

minimos anuales del inventario seran cuando se ordenan 18
unidades cada vez que el proveedor se reabastece y el costo
minimo anual del inventario es:

c18) =330 11518y + 750,000 = 750540,

3) Una empresa determina que en la producciéon de x unidades de un
articulo sus funciones de ingreso y de costo, respectivamente son:
I(x) =-3x>+970x y C(x)=2x>+500. Encontrar la utilidad maximay el

costo medio minimo.
Solucioén:

En primer lugar se aclara que la utilidad se define como
U(x) =1(x)-C(x)

Y el costo medio o costo por unidad es: Q(x) = C(x) .
X

Luego la utilidad para x>0 es:
U(x) = (~3x> +970x) - (2x* +500)
=-3x> +970x - 2x*> =500
U(x) ==5x> +970x —500
A continuacion se obtiene el valor critico y se verifica si es un méaximo.
U'(x) =-10x +970
~10x+970=0 = -10x=-970 = x= _91700 =

U"(x)=-10<0. Por lo tanto para x =97 existe un maximo.

97

Luego la utilidad se maxima para x =97; es decir, la utilidad maxima
es:
U©7) =-5(97)* +970(97) - 500
=—47045 + 94090 — 500
=46,545

Ahora para el costo medio, se sabe que:



2
C(x) 24" +500 _, 500

O(x) =

0 o) =25+
X

Al aplicar el criterio de la Segunda Derivada se tiene lo siguiente:

500
QW=2-"75
2—5—02020 = 2:5—()20 = xz-@-zso
b X 2

0 x=-/250 =15.81

1000 . 1000
"= SEx=IS8l = 0N(158) = 5 >0
¢ ¢ (15.81)’

Por lo tanto para x =15.81, se obtiene un minimo.

Como la empresa produce articulos completos tomamos el entero mas
cercano; es decir. x=16. De donde se deduce que el costo medio
minimo es aproximadamente:

0(16) =2(16) +5060 =32+31.25=63.25 unidades monetarias

8.8. Formas indeterminadas. Regla de L'Hospital

Anteriormente, la evaluacion del
) 0
lim /(x) cuando /(@)= o ®
X-a [e/e]

se discutié para ciertos tipos particulares de funciones. En este apartado se
dan procedimientos mas generales para evaluar estos limites indeterminados,
este procedimiento se basa en la regla de L’'Hospital:

Si f(a)=fMb)=0 o f(a)=f(b)=0 y lim=—= S () existe, entonces

x-a g(x)

f( ) =1lim EAC)) (Esta regla es valida para « finita o infinita)
xa g(x) vea g'(x)

Si lim ¥—= S ') es en si mismo una indeterminacion 9 0 2, entonces
e g'(x) 0 00

esta regla se aplica nuevamente y



S (%) =lim A "(x), y asi sucesivamente.
X-a g (x)

lim '
x-a g'(x)

Ejemplos.
Use la regla de L’Hospital para evaluar los limites que se indica.

1
Jh+25- L) (h+25)2
1. fim Y2*29 5:1im(2)( ) = =—
h-0 h h-0 1 2(5) 10
5 _ 4
2 tim XL otim 2 =5
x-1 x—l x-1 1
4 2 3
. x +2x 4x  +4x _ O .
3. lim ———=lim —; =—. Se aplica la regla nuevamente
x=0 2x” +5x x~0 6x° +10x
. AX+4x . 12X +4 4 2
=lim ————=lm ———=—=—
-0 6x” +10x *-0 12x+10 10 5
4 tim < l=tim £ =1
x-0 Sx x-0 5 5
5. lim $:hm ¢ ~' =" Se aplica la regla nuevamente:
x=0 3y x-0  6Xx
.oer=1 . et 1
=lim =lim —=—
0 6x 0 6 6
1
6. lim ln_: im l:gzo
see o xwee ]
4 3 2
7.%im 2 =lim 2 = fim 12 o 2 o gim 2220,
X -0 e X - 00 e X -0 e X -0 e

X -0 e
Observemos que la regla se aplico cuatro veces.
cion

Ejemplos de limites en donde aparece la indetermina



) 1 1 . X — senx . 1—-cosx
8. lim -——|=lm |———|=lm—n«—
x-0 \ senx x x=0 xsenx x-0 xcosx + senx

senx 0

=lim = =
x-0 x(—senx)+cosx+cosx 0+1+1

) 11 _ e —1—-x _ e’ —1
> 1"1‘% (; ex‘lj 1"1‘r’r‘} {x(e"—l)} 1‘lflgxe"+(e"—l)(l)

Ejemplos de limites en donde aparece la indeterminaciéon 0 [ .

1
. 1 ) . . =x? )
10, lim (xlnx) = lim nx - lim —*— = lim = lim (—x) =0
x-0 x-0" % x-0* _i x-0* X x-0*
x2
1
. ._cotx _ . —cseix _ .. sem’x _+.. X
11. lim (xcotx) =lim =lim =lim =lim
x-0 x-0 i x-0 _ 1 x-0 _ 1 x-0 Senzx
x? x°
) 2x ) 2
=lim ———  =lim
x-0 2senx [dosx *-0 2senx Eﬂ—senx) +cosx(2cosx)
= 2 =1
0+2

Ejemplos de limites en donde aparece la indetermina  ci6on 17.

12. lim (1+ x)%

x-0

Para evaluar este tipo de limites, se sugiere utilizar el logaritmo natural
para representar el limite de manera conveniente y al final se aplica la

exponencial.
LS|
In (1+x)x =—1n(1+x)
X
. L _In(1+x) _o0
lim In (l+x)x = 11m—1n(1+x) =lim——*= =—. Luego:
x-0 x-0 x x-0 X 0



1

In(1+ —
g ) T

x-0 X x-0 1 x-0 1+x

1

_1
1

x-0 x-0

Ahora como ln(lim (1+x)ij =lim In (1+x)§ =1

Ya que las funciones y=Inx y y =e¢", son funciones inversas,
entonces:

=lim (1+x)% = =e

x-0

13. lim (1+Ej
X -0 X

Usamos el procedimiento del ejemplo 12.
In (1 +gj = xln(l +%j
X X

5y 5 ln(1+j 0
lim ln(l+—j :limxln(l+—j:hm—x:6. Luego:

x>0 X X — 00 X X - 00 l
X
1 (2 2
ln(Hj 1420 ¥ x| x+2 2x
3
= lim X = lim—2X 1 = lim X~ imX +12x
x = = X2
3 2
—him 2 —gm O oy 12 o 122,

o x40y e 3y 44y e Gx+4 x-e 6

Ahora como limIn (1 +gj =Inlim (1 +gj . Entonces:
X — 00 x X -0 x

Ejemplos de limites en donde aparece la indetermina  ci6on 0°.



14. lim x*

x-0"
Usamos el procedimiento del ejemplo 12.

In x* =xInx

lim In x* = lim xIn[x| = lim 2% =2 Luego:
(e¢]

x-0" x-0" x-0" 1
X
1
- 2
=11mln—x—hm X = lim — =1im(—x)=0
x-0" 1 x-0" _L x-0"  x x-0"
X )Cz

" Ahora como limIn x* =Inlim x*. Entonces:
x-0"

¥
x-0

lim+xx=e0 =1

x-0

15. lim (x+senx)m“

x-0"
In (x + senx)tanx =tanxIn (x + senx)

In (x + senx)

. tan x . . %] .
lim In (x + senx) = lim tan xIn (x + senx) = lim =—. Luego:
o0 0 X0 1 1)
tan x
(1+cos ) 1+cosx
x -
In (x + senx
. . + . +
= lim ( ) = lim X tsenx . = lim % seznx
x-0* 1 x-0* —CSC™ X x-0" —csct x
tan x
1+cosx
- 2 2
. + . —sen x+senx” CoSx
= lim X5 = [im
x-0" 1 x-0" X + senx
sen*x
—2senxcos x + senx’ (—senx) +cos x (2senx cos x) 0
= lim =—=0
X0 1+cosx 2



[l 1im+ (x+senx)tanx =’ =1

x-0

Ejemplos de limites en donde aparece la indetermina  cion °.

1

16. lim x*
1
Inx* =—Inx
X
1 1 Inx oo
limln x* =lim—In x=Ilim — =—. Luego:
X - 00 X - 00 x X — 00 x o0
1
_pooInx oy
=lim——=lm=*==0
x-0  y x-0 |

lim x* =¢° =1

X 00

8.9. Ejercicios

8.9.1. Use el criterio de la Primera derivada para obtener los puntos maximos y
minimos relativos y trace la gréafica para cada funcion.

1. f(x)=x'=-3x’ 2. f(x)=x>-3x>+3x

3. f(x)=§x3—2x2+3x+1 4. f(x)=x"-x

5. f(x)=x"—6x>+9x+1 6. f(x)=x"-x’

7. f(x)=x"-4x>+10 8. f(x)=x"-8x"

9. f(x)=4x’-3x" 10. f(x) =x* +4x° -2x*> —12x

11. f(x)=3x* —4x’ —12x° 12. f(x)=1ix* =3x" +8x°



8.9.2. Obtenga los puntos maximos y minimos utilizando el Criterio de la
Segunda Derivada, encuentre los puntos de inflexién, los intervalos en
donde la funcidn es creciente o decreciente, las concavidades en cada
intervalo y trace la grafica para cada funcion que se da.

1. f(x)=x'=-3x’ 2. f(x)=x>-3x>+3x

3. f(x)=1x’-2x* +3x+1 4. f(x)=x>-x’

5. f(x)=x’—-6x"+9x+1 6. f(x)=x"-x

7. f(x)=x"-4x’+10 8. f(x)=x"-8x’

9. f(x)=4x’-3x* 10. f(x)=x*+4x° -2x* —-12x
11. f(x) =3x* —4x’ —12x7 12. f(x)=1x*=3x" +8x?

8.9.3. Resuelva cada uno de los problemas que se enumeran.

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Encuentre dos nimeros cuya suma sea 40 y cuyo producto sea
maximo.

Encuentre dos numeros no negativos cuya suma sea 20 y el
doble de uno de ellos multiplicado por el cuadrado del otro sea un
maximo.

Dado un rectangulo de perimetro “p” y area “A”. Si el perimetro es
8. Calcular sus dimensiones para que el area sea maxima.

Un trozo de alambre de 20 pulgadas de largo va a doblarse para
formar un marco. ¢Cual es la mayor area posible que puede
abarcarse?

Un segmento de un metro de longitud se divide en dos partes.
Sobre cada una de las partes se construye un triangulo
equilatero. Calcular las longitudes de los segmentos de tal forma
que la suma de las areas de los triangulos sea maxima.

El propietario de un terreno rectangular de 1000 metros
cuadrados de area quiere cercarlo y dividirlo en cuatro lotes
iguales, con tres cercas paralelas a uno de los lados, como se



7)

8)

9)

muestra en la figura. ¢Cuél es el minimo de metros de cerca
necesarios?

y

Un granjero tiene 1000 metros de materiales para cercas con las
gue va a cerrar tres de los lados de un campo rectangular. Siendo
el cuarto de los lados un rid. ¢Cual es la mayor superficie que
puede cercar.

Un cartel rectangular de carton debe tener 150 cm cuadrados
para area impresa, margenes de 3 cm arriba y abajoy 2 cm a
cada lado. Encuentre las dimensiones del cartel de manera que la
cantidad de cartdn que se use sea minima,

@ 3cm

2cm 2cm

5 1L
@ 3cm

Un fabricante de cajas de estafio desea emplear piezas de 8 por
15 pulgadas, cortando cuadrados iguales en las cuatro esquinas y
dolando los lados. Calcule la longitud del lado del cuadrado que
sera cortado si se desea obtener de cada pieza de estafio una
caja abierta que tenga el mayor volumen posible.

10)Un terreno rectangular que tiene un area de 2700 m? se va a

cercar y se va a utilizar una valla para dividir al terreno por la
mitad. El costo de la cerca que pasa por la mitad del terreno es de
12 ddlares por metro lineal y la reja que se extiende a los lados
del terreno cuesta 18 ddlares por metro lineal. Calcule las
dimensiones del terreno de manera que el costo del enrejado sea
el minimo. y




11)Se desea construir un recipiente con la forma de un cilindro
circular sin tapa con un volumen de 24w cm?® El precio del
material que se usa para el fondo es el triple que del material que
se usa para la parte curva. Encuentre las dimensiones del
recipiente para las cuales el costo es minimo.

12)Un campamento, situado en un bosque, esta a 6 kilometros del
punto mas cercano de una carretera (recta). La distancia de este
punto a una tienda situada en la carretera es de 10 kildbmetros. Si
un excursionista desea caminar del campamento a la tienda en un
tiempo minimo. Que ruta debe seguir si puede caminar a la
velocidad de 5 kildmetros por hora por la carretera y 3 kilometros
por hora por el bosque.

Campamento

Q

A

10Km
6Km

Tienda

Carretera

13)Los puntos A y B son opuestos entre si en las margenes de un rio
de forma recta y con 3 km (kildbmetros) de ancho. El punto C esta
en la mismo margen de B, pero 2 km rio abajo respecto de dicho
punto. Una compaiiia telefonica desea tender un cable desde A
hasta C. Si el costo por km de cable es 25% mayor por el agua
que por tierra. ¢ Qué linea de cable sera la menos costosa para la
compafia?

+—— 5km —

14)¢ Cudl es el punto sobre la gréfica de y = x> mas cerca del punto
A(3,0)?



15) Una bodega ha decidido instalar nueve alarmas. Dada la
estructura de la bodega solo se puede optar por dos tipos de
alarmas: A o B. La seguridad de la bodega se puede expresar
como la décima parte del producto entre el nimero de alarmas de
tipo A instaladas y el cuadrado del nimero de tipo B. ¢Cuéntas
alarmas de cada tipo se deben instalar en la bodega para
maximizar su seguridad?

16)Para un producto "g¢" de un fabricante, la funcion de ingreso esta

dada por I(q)=240q+57¢> —q’. Determine la produccion que
produce un ingreso maximo.

17) Supdngase que una compafiia ha calculado que su ingreso total
R por un cierto producto esta dado por
R(x) =—x’ +450x*> +52000x, donde R se mide en ddlares y "x"
es el numero de unidades producidas. ¢Qué nivel de produccion
dard un ingreso maximo?

18) Una empresa determina que el costo C(x) por producir "x"
unidades de un articulo de consumo es aproximadamente

2
C(x)= 100+10+1x()0' ¢,Cuantas unidades se deben producir para

X
gue el costo sea minimo?

19) La funcion de costo total de un fabricante estda dada por
C(x)=1x*+3x+400, donde C es el costo de producir x

unidades. ¢Para que nivel de produccion sera el costo promedio
por unidad un minimo?, ¢Cual es el minimo? (Recuerde que el

costo promedio es @).
X

20) Una empresa televisora por cable tiene 2000 suscriptores que
pagan una cuota mensual de $20. Una encuesta revel6é que se
tendrian 50 suscriptores més por cada $0.25 de disminucién en la
cuata. ¢Para que cuota se obtendria el ingreso maximo y cuantos
suscriptores e tendrian entonces?

8.9.4. Evalue los limites siguientes usando la regla de L'Hospital.

. X =2x7 +4x ) X =2x*
x-0 3x” +5x° —x -0 3x° +5x
sen(2x
3. gim 225 4. lim 0%
x-0 4x x-1 _1
X + -X —
5. lim A 6. lim £1¢ ~2

X — 00 x—l x-1 x2



7 n

7. lim = 8. lim
X -0 e X — 00 e
2
— + —
9. lim =% 10, fim =271
-0 X X0 ex +e X
2x _ X _ _-x
1. lim <1 12, lim £<—=
x-0 x° —gsenx x-0  senx
et — e —In(x+1)-1
13, lim & ¢ —2semx 14. lim (x+1)
x-0 5x3 x-0 x2
1- — 1,2 3
15, lim — 2% 16. lim ——%
x=0 2x weo ot +x =2
17. lim (L—ij 18. lim (L— al j
-1 \Inx Inx -1 \lnx x-1

19. lim( L j 20. 1im("°” —lj
o1t L x—1 x—1 -0 \senxx x



